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Resumen
Los problemas de interaccio´n fluido-estructura (IFE) son problemas en los cuales
hay un acoplamiento multif´ısico entre las ecuaciones que rigen la dina´mica de estruc-
turas con las ecuaciones de la fluidodina´mica.
En el presente trabajo se busca desarrollar una herramienta computacional capaz de
resolver problemas de interaccio´n fluido-estructura en transitorios temporales. Se utiliza
un enfoque immALE para resolver el problema de IFE. El mismo combina propiedades
del me´todo de so´lidos inmersos con una formulacio´n de Euler-Lagrange Arbitraria
(ALE). La misma se desarrolla sobre la plataforma general de codificacio´n de elementos
finitos en arquitecturas distribuidas PARGPFEP, desarrollada en el departamento de
Meca´nica Computacional del Centro Ato´mico Bariloche.
Se realiza una descripcio´n del co´digo desarrollado y los fundamentos teo´ricos en
que se basa el mismo. Luego se presenta una validacio´n de e´ste utilizando casos senci-
llos con soluciones conocidas. En primera instancia se simula la deflexio´n de una viga
en voladizo con una carga concentrada en su extremo libre. Se compara la solucio´n
nume´rica obtenida con la solucio´n anal´ıtica a la cual se arriba aplicando la teor´ıa de
vigas de Euler-Bernoulli. En segunda instancia se simula el flujo pisto´n en un canal
bidimensional parcialmente obstruido por un obsta´culo rectangular ela´stico. Se com-
para la solucio´n obtenida con la solucio´n anal´ıtica del problema. En tercera instancia
se simula el flujo incompresible a trave´s de un canal tridimensional obstruido por un
cilindro so´lido ela´stico. Para este u´ltimo caso se evalu´a la frecuencia de desprendimiento
de vo´rtices de Von Ka´rma´n y se compara la misma con la obtenida mediante correla-
ciones emp´ıricas. Finalmente se estudia la influencia de este feno´meno en la estructura
ela´stica.
Palabras clave: INTERACCIO´N FLUIDO-ESTRUCTURA, ME´TODO DE LOS ELE-
MENTOS FINITOS, ELASTODINA´MICA COMPUTACIONAL, FLUIDODINA´MI-
CA COMPUTACIONAL, VO´RTICES DE VON KA´RMA´N.
viii
Abstract
Fluid-Solid interaction (FSI) problems are those in which there is a multiphysic
coupling of the governing equations for structural and fluid dynamics.
In this work, the development of a computational tool able to solve fluid struc-
ture interaction problems is sought. For this purpose, an ImmALE approach is used.
The latter combines properties of the immersed domains method and the Arbitrary
Lagrangian-Eulerian (ALE) formulation. The code is implemented using the Paral-
lelized General Purpose Finite Element Platform PARGPFEP, which was developed
in the Computational Mechanics Department at the Bariloche Atomic Center.
To begin with, a description of the developed code and the theoretic fundamentals
behind it is presented. After that, a validation of the presented code using problems
with known solutions is performed. On a first stage, the proposed code is used to cal-
culate the deflection of a cantilever beam with a concentrated load on its free end. The
numerical solution is then compared with the analytical solution obtained by applying
the Euler-Bernoulli beam theory. Secondly, the code is used to solve the problem of an
incompressible flow throughout a two-dimensional channel partially obstructed by an
elastic rectangular solid body. The solution is then compared with a known analytical
solution. After this, a solution for the flow throughout a three-dimensional channel
with an elastic cylindrical obstruction is computed. For a particular range of Reynolds
numbers, a Von Ka´rma´n Vortex street is observed. The vortex shedding frequency
obtained with the numerical method is then compared with the one given by empirical
correlations. Finally, the influence of this phenomenon over the solid body is studied.
Keywords: FLUID-SOLID INTERACTION, FINITE ELEMENTS METHOD, COM-





Los problemas de interaccio´n fluido-estructura (FSI, por sus siglas en ingle´s) son
comunes en el a´mbito ingenieril. El disen˜o de bombas perista´lticas para el bombeo
de flujo sangu´ıneo en bioingenier´ıa, el modelado de las alas de un avio´n en el a´rea
aeroespacial, el estudio de las vibraciones inducidas en elementos combustibles de un
reactor nuclear o el estudio del comportamiento de va´lvulas y compuertas son ejemplos
de problemas de interaccio´n fluido-estructura. En la figura 1.1, se muestra a modo de
ejemplo, el flujo a trave´s de una va´lvula ao´rtica proste´tica.
Los problemas de FSI son problemas en los cuales hay un acoplamiento multif´ısico
entre la meca´nica de so´lidos y la meca´nica de fluidos. En los mismos interactu´an una
o varias estructuras, que pueden ser r´ıgidas o deformables, con uno o varios fluidos.
Este tipo de feno´menos abarca una gran cantidad de problemas de diversa comple-
jidad. En general, no se puede hallar una solucio´n anal´ıtica que aproxime al comporta-
miento real de estos sistemas. En particular, los problemas de FSI donde hay grandes
desplazamientos de la estructura son intr´ınsecamente no lineales. Esto se debe a que
las velocidades y presiones en el flujo provocan grandes desplazamientos en el so´lido
que, a su vez, generan cambios en el campo de velocidades y presiones del fluido. Esto
deriva en la necesitad de resolver dichos problemas de forma acoplada.
A medida que se incrementa el poder de ca´lculo de las computadoras modernas,
se pueden resolver problemas ma´s complejos, como lo son los problemas de FSI, en
particular los mencionados anteriormente. “Resulta de gran importancia realizar las
aproximaciones apropiadas a cada tipo de problema de FSI para lograr obtener una
solucio´n que represente correctamente los feno´menos f´ısicos que se desean observar sin
incurrir en costos computacionales demasiado altos”[7].
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“Hoy en d´ıa, los desaf´ıos respecto al modelado matema´tico, te´cnicas de discretiza-
cio´n y solucio´n nume´rica, as´ı como el desarrollo de co´digos computacionales robustos,
flexibles y eficientes siguen siendo enormes”[8].
Figura 1.1: Simulacio´n de una va´lvula ao´rtica proste´tica. Imagen tomada del trabajo de Lu-
raghi, G. et al. [1].
1.1. Interaccio´n Fluido Estructura
Los problemas de FSI pueden clasificarse segu´n la intensidad del acoplamiento mul-
tif´ısico de la siguiente manera:
Problemas desacoplados: Cuando los desplazamientos en la estructura son suficien-
temente pequen˜os y las variaciones temporales de los mismos son lentas (del orden
de 1Hz), la influencia del so´lido sobre el campo de velocidades y de presiones del
fluido es despreciable. Por lo tanto, en estos casos se puede resolver el problema
fluidodina´mico considerando que la estructura esta´ fija, hallando luego los des-
plazamientos y/o tensiones generados en la estructura como consecuencia de la
accio´n dina´mica del fluido.
Interaccio´n Acu´stico-Estructural: Cuando los desplazamientos de la estructura
son pequen˜os, pero las oscilaciones de la misma son de alta frecuencia (mayo-
res a 1Hz) se generan ondas de presio´n en el fluido. En estos casos se estudia la
respuesta en frecuencia del so´lido ante la excitacio´n del fluido.
Problemas acoplados: Cuando los desplazamientos en el so´lido son lo suficientemen-
te grandes como para modificar de manera apreciable los campos de velocidades
y presiones en el fluido, se habla de un problema acoplado de FSI. Este es el caso
ma´s complejo, el cual se debe resolver de forma iterativa. El enfoque usual para
ello consiste en hallar los campos de velocidades y presio´n del fluido para la con-
dicio´n inicial del so´lido, luego calcular la respuesta dina´mica del so´lido para las
condiciones del fluido obtenidas, y una vez halladas, colocarlas como condiciones
iniciales para la siguiente iteracio´n.
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En todos los casos, la estructura puede estar compuesta tanto de un so´lido r´ıgido
como deformable (o una combinacio´n de partes r´ıgidas y deformables). El fluido puede
ser compresible o incompresible, viscoso o no viscoso, Newtoniano o No-newtoniano.
El flujo puede estar contenido dentro del so´lido como en el caso del flujo a trave´s de un
ducto, o puede darse que el so´lido este´ parcial o totalmente inmerso en el fluido, como
en el caso del ala de un avio´n.
En el presente trabajo se centrara´ la atencio´n en el estudio de problemas de FSI
acoplados de so´lidos ela´sticos totalmente inmersos en un flujo Newtoniano, e incom-
presible.
1.2. Generalidades sobre el me´todo de los elemen-
tos finitos
En el desarrollo del trabajo se presentara´n los modelos matema´ticos empleados
para modelar el comportamiento de los so´lidos y fluidos involucrados en el problema
de FSI. Para encontrar los campos de presiones y velocidades del fluido y los campos de
desplazamientos y velocidades en el so´lido se utilizara´ un me´todo nume´rico. El mismo
se basa en el me´todo de los elementos finitos para resolver tanto las ecuaciones del
fluido como las del so´lido.
El me´todo de los elementos finitos es una generalizacio´n del me´todo variacional
cla´sico (Rayleigh-Ritz) y de los me´todos de residuos pesados (Galerkin). Mediante e´ste
se busca resolver una ecuacio´n diferencial con valores de frontera realizando una dis-
cretizacio´n del dominio, que recibe el nombre de triangulacio´n o malla, a la manera
esquematizada en la figura 1.2. A continuacio´n, se establece un conjunto de funciones
base, que generan un subespacio de dimensio´n finita del espacio (en general de dimen-
sio´n infinita) en el cual esta´ contenida la solucio´n del problema. Luego, se postula que
la solucio´n nume´rica sera´ una combinacio´n lineal de estas funciones base y se hallan los
coeficientes de la misma. Esto se hace buscando minimizar un funcional proporcional
al error. Las funciones base deben elegirse de forma tal que cumplan las condiciones de
contorno impuestas sobre la frontera del dominio. En general se seleccionan funciones
sencillas como polinomios de bajo orden.
Es importante destacar que una fuente importante de error nume´rico radica en la
discretizacio´n del dominio. Es una buena pra´ctica del usuario del me´todo asegurarse
de elegir mallas adecuadas para la resolucio´n del problema. En general se resuelve el
problema con varias mallas distintas para asegurarse que la solucio´n es correcta.
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Figura 1.2: Discretizacio´n de un dominio bidimensional.
1.3. Objetivo
El objetivo del presente trabajo es generar una herramienta computacional capaz
de resolver distintos tipos de problemas de FSI. En particular problemas que involu-
cren so´lidos iso´tropos linealmente ela´sticos totalmente inmersos un fluido Newtoniano,
viscoso e incompresible. Se busca que la herramienta permita modelar la evolucio´n de
sistemas multif´ısicos en transitorios temporales.
1.4. Organizacio´n del Trabajo
El trabajo estara´ organizado de la siguiente forma: en primer lugar se mostrara´n los
modelos matema´ticos empleados para modelar el comportamiento del fluido, el so´lido
y la interaccio´n entre los mismos. Se expondra´ la formulacio´n fuerte de los problemas
acoplados a resolver y se derivara´ a partir de los mismos la formulacio´n de´bil sobre la
cual se aplica el me´todo de los elementos finitos. Se discutira´n diferentes enfoques para
modelar problemas de FSI, entre ellos los esquemas inmersos, el me´todo Euleriano-
Lagrangiano Arbitrario (ALE por sus siglas en ingle´s) y el me´todo immALE [9] que
consiste en un me´todo h´ıbrido entre los dos anteriores.
Una vez obtenidos los problemas algebraicos a resolver, se comentara´ acerca del
me´todo de integracio´n en el tiempo elegido: el me´todo de Newmark o Me´todo Θ.
Luego se explicara´ el funcionamiento del co´digo desarrollado, particularmente sobre
la forma de realizar el acople fluido-so´lido.
En el cap´ıtulo subsiguiente se expondra´n los resultados obtenidos utilizando el co´di-
go desarrollado. Se realizara´ una comparacio´n de los resultados nume´ricos obtenidos
con resultados anal´ıticos para los casos sencillos (como el caso del movimiento de un
obsta´culo prisma´tico en un flujo pisto´n).
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Finalmente se utilizara´ el co´digo para resolver un problema tridimensional. Se si-
mulara´ un flujo adentro de una cavidad con condicio´n de deslizamiento en las paredes
laterales, obstruido por un cilindro so´lido. Para ciertos nu´meros de Reynolds se observa
la generacio´n de una calle de vo´rtices de Von Ka´rma´n. Se analizara´n las oscilaciones
que los vo´rtices generan en el cilindro, particularmente el cambio de amplitud en las
mismas al acercarse la frecuencia de desprendimiento de los mismos a la frecuencia de
resonancia del cilindro.
Cap´ıtulo 2
Interaccio´n Fluido - So´lido Ela´stico
En este cap´ıtulo se abordara´n dos temas fundamentales. Primero se describira´n los
enfoques ma´s empleados en la literatura para resolver problemas de FSI, que son los
esquemas ALE y los esquemas inmersos, para concluir en el esquema immALE, que es
el empleado en este trabajo.
Se desarrollara´ la formulacio´n matema´tica empleada en el co´digo implementado
comenzando por la formulacio´n fuerte de los problemas del fluido y el so´lido. Luego se
obtendra´ la formulacio´n de´bil de los problemas y se aplicara´ el me´todo de los elementos
finitos sobre la discretizacio´n del dominio.
2.1. Me´todos Monol´ıticos y Me´todos Particionados
El primer paso para resolver un problema de FSI consiste en decidir si utilizar un
esquema de resolucio´n monol´ıtico o particionado. Los esquemas monol´ıticos se carac-
terizan por tratar la f´ısica de la estructura y la meca´nica del fluido como un mismo
problema matema´tico, como se observa en la figura 2.1. Se ensambla un u´nico sis-
tema de ecuaciones que permite obtener la solucio´n correspondiente a la estructura
y la solucio´n del fluido en forma simulta´nea, mediante un algoritmo unificado. Las
condiciones en la interfaz fluido-so´lido quedan impl´ıcitas en la solucio´n obtenida. Este
enfoque permite, potencialmente, alcanzar una mejor estabilidad del me´todo para un
problema multidisciplinario, pero requiere un mayor nivel de especializacio´n en la etapa
de desarrollo del algoritmo. Por el contrario, el esquema particionado implica modelar
matema´ticamente el problema del fluido y el problema de la estructura por separado
como dos problemas que pueden ser resueltos usando mallas distintas y, eventualmente,
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me´todos nume´ricos diferentes para cada uno. Las condiciones en la interfaz se calculan
expl´ıcitamente ya que se utilizan para transmitir informacio´n entre los problemas del
fluido y del so´lido. Este enfoque permite aprovechar los algoritmos ya desarrollados (en
un grado bastante avanzado en los u´ltimos an˜os) en las a´reas de Meca´nica de Fluidos y
Meca´nica de Solidos. Sin embargo, se debe prestar especial atencio´n al seguimiento de
la interfaz y sus cantidades relacionadas. Esto puede resultar costoso y ser una fuente
importante de error.
En el presente trabajo se utiliza un enfoque particionado, con el objeto de sacar
provecho a la amplia experiencia que posee el departamento de Meca´nica Computacio-
nal del Centro Ato´mico Bariloche en el desarrollo de co´digos para resolver problemas
de meca´nica de so´lidos y meca´nica de fluidos.
Figura 2.1: Diagrama de un esquema Monol´ıtico (a) y un esquema Particionado (b) para
problemas de FSI, donde Sf y Ss denotan las soluciones del fluido y del so´lido, respectivamente.
Imagen tomada del trabajo de Hou, G. H. et al. [2].
2.2. Me´todo ALE
2.2.1. Formulacio´n Lagrangiana
En una formulacio´n Lagrangiana los nodos de la malla se mueven de forma soli-
daria a los nodos del material, as´ı como se puede observar en la figura 2.2. Este tipo
de formulaciones es especialmente adecuada para problemas de meca´nica de so´lidos.
Permite un fa´cil rastreo de superficies libres e interfaces entre materiales. Adema´s faci-
lita el tratamiento de materiales con propiedades reolo´gicas o materiales con memoria
de forma. La desventaja de este tipo de descripcio´n es que en caso de haber grandes
deformaciones del material los elementos de la malla se deforman marcadamente per-
2.2 Me´todo ALE 8
judicando la precisio´n del ca´lculo. Esto hace necesario efectuar complejas operaciones
de remallado.
Figura 2.2: Explicacio´n unidimensional de la formulacio´n Lagrangiana, Euleriana y ALE de
movimiento. Imagen adaptada del trabajo de Figueroa A. A. et al [3].
2.2.2. Formulacio´n Euleriana
En una descripcio´n Euleriana de un problema, la malla permanece fija al sistema
de referencia y el material se desplaza sobre ella, como se observa en la figura 2.2. Es-
te tipo de esquema es ampliamente utilizado en meca´nica de fluidos. Permite trabajar
fa´cilmente con sistemas en los que las part´ıculas del medio continuo tienen grandes des-
plazamientos. Las desventajas de este enfoque son la aparicio´n de te´rminos convectivos
debidos al movimiento relativo entre la malla y el material, que pueden complejizar
el modelado matema´tico del problema, y la dificultad para el seguimiento preciso de
superficies libres o interfases con otros materiales.
2.2.3. Formulacio´n ALE
La formulacio´n ALE combina las ventajas de las dos descripciones antes sen˜aladas
minimizando las desventajas tanto como es posible. En este caso, los nodos de la
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malla pueden moverse solidarios con el material (formulacio´n Lagrangiana), pueden
estar fijos al sistema de referencia (formulacio´n Euleriana), o bien, como se sugiere
en la figura 2.2, pueden moverse de forma arbitraria (en general se mueven de una
forma convenientemente elegida). Dada esta libertad en el movimiento de los nodos
del dominio computacional, se pueden admitir grandes distorsiones con una mayor
precisio´n en la solucio´n.
Por lo anterior, la formulacio´n ALE es especialmente pra´ctica para resolver pro-
blemas de FSI. Para el caso en el que el fluido es viscoso, las part´ıculas de fluido en
la interfaz fluido-so´lido no se mueven con respecto a las part´ıculas del so´lido, debido
a la condicio´n de adherencia. La malla del fluido se ajusta al contorno del so´lido. El
problema del fluido se resuelve como un problema de frontera mo´vil, luego se calculan
los esfuerzos que el fluido ejerce sobre el so´lido para utilizarlos como condiciones de
contorno en el problema asociado al mismo. Se selecciona un enfoque Lagrangiano para
los nodos del fluido que se encuentran en la interfaz fluido-so´lido (se presupone que
los desplazamientos en la misma sera´n mucho menores que los desplazamientos de las
part´ıculas del fluido, lo cual es cierto en la mayor´ıa de los casos), y se selecciona un
enfoque Euleriano para los nodos del resto del contorno del dominio del fluido. Los
nodos del resto de la malla del fluido se movera´n de forma arbitraria. De esta forma,
se logra obtener un seguimiento preciso de la interfaz fluido-so´lido, a expensas de un
incremento en la necesidad de remallado en el caso en que los desplazamientos del
cuerpo so´lido sean demasiado grandes.
2.3. Me´todos de so´lidos inmersos
Otro abordaje para los problemas de FSI son los llamados me´todos de so´lidos
inmersos. Principalmente existen tres tipos de esquemas de so´lidos inmersos: el esquema
de frontera inmersa, el esquema de dominios inmersos y el esquema de multiplicadores
de Lagrange distribuidos. Este u´ltimo se basa en la idea de simular el volumen ocupado
por el so´lido como un fluido ficticio cuyas propiedades son las mismas que las del so´lido
(densidad, mo´dulo de compresibilidad, etc). En este caso, la malla del fluido permanece
fija al sistema de referencia, se utiliza una descripcio´n Euleriana del problema y el so´lido
impone condiciones de contorno al fluido a trave´s de multiplicadores de Lagrange.
Esto significa que se resuelven las ecuaciones del fluido con un campo inco´gnita extra
(adema´s del campo de velocidades y el de presio´n) constituido por los multiplicadores
de Lagrange. Los mismos surgen al imponer, sobre el campo de velocidades en los nodos
de la malla del fluido que esta´n dentro del dominio del so´lido, la condicio´n de que el
fluido ficticio se debe mover a la misma velocidad que el so´lido. En este sentido los
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multiplicadores de Lagrange representan la ”fuerza”que debe ejercerse sobre el fluido
ficticio para que se mueva solidario con el so´lido. Luego, esta misma fuerza sera´ la
fuerza aplicada sobre la estructura a la hora de resolver el problema del so´lido. Esta
descripcio´n permite eliminar la necesidad de remallar continuamente la malla del fluido,
adema´s de mantener intacta la topolog´ıa de la misma (se conserva la cantidad de nodos
y las conectividades). Sin embargo, adolece de las mismas desventajas de un enfoque
Euleriano, ya que al no seguir los nodos en la malla del fluido al contorno del so´lido se
requiere realizar interpolaciones para poder conocer los valores de los campos inco´gnitas
en la interfaz y la solucio´n tendra´ un orden de precisio´n menor. Los esquemas inmersos
han sido previamente estudiados en mayor profundidad por Hou, G. et al. [2].
2.4. Me´todo ImmALE
Como se menciono´ anteriormente, en el presente trabajo se utilizara´ un h´ıbrido
entre el algoritmo inmerso de multiplicadores de Lagrange distribuidos y el esquema
ALE. Se busca combinar los aspectos atractivos de ambos me´todos y reducir tanto
como sea posible las desventajas de cada uno.
El algoritmo consiste en un esquema particionado (se resuelven las ecuaciones del
fluido y las del so´lido por separado). Se utiliza una malla ajustada al contorno del so´lido
para el fluido, y los nodos en la malla del fluido siguen a la interfaz fluido-so´lido de
manera ana´loga a como se realiza en el esquema ALE, pero adema´s se agrega un fluido
ficticio en la regio´n de la malla del fluido que estar´ıa ocupada por el so´lido. El fluido
ficticio tiene las mismas propiedades que el so´lido, al igual que en el me´todo inmerso,
pero en este caso los nodos de la malla del fluido que pertenecen al fluido ficticio, se
movera´n de manera solidaria a la estructura. Los nodos del borde de la malla del fluido
permanecera´n fijos, y todos los nodos que no cumplan la condicio´n de estar en el borde
ni la de estar dentro del dominio del so´lido tendra´n un desplazamiento y una velocidad
intermedios entre el desplazamiento y velocidad del so´lido y cero, respectivamente. Lo
anterior se propone de manera que haya una transicio´n suave en los desplazamientos y
velocidades de la malla. Es claro que el hecho de utilizar una formulacio´n ALE deriva
en la necesidad de agregar dos campos inco´gnita extras al problema del fluido, que son
los desplazamientos y velocidades de los nodos de la malla del fluido.
Adema´s, se debera´ agregar el campo inco´gnita de los multiplicadores de Lagrange
para imponer la condicio´n que ha de cumplir la velocidad del fluido ficticio as´ı como se
propone en el me´todo inmerso. De esta forma, se puede modelar la interaccio´n entre el
fluido y la estructura usando los multiplicadores de Lagrange, que una vez calculados
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en el problema del fluido, sera´n transferidos al problema del so´lido como las fuerzas
aplicadas sobre el mismo.
Ya que en este caso h´ıbrido se realiza un seguimiento de la interfaz fluido-so´lido, a
diferencia del me´todo puramente inmerso, se espera obtener una representacio´n mucho
ma´s precisa de la misma. Adema´s, a diferencia de un me´todo puramente ALE, no es
necesario imponer una condicio´n de contorno extra en la interfaz en el problema del
fluido, ya que los multiplicadores de Lagrange se agregan “naturalmente” al problema
del fluido como fuerzas volume´tricas. Tampoco se requiere que la malla del fluido no
tenga nodos en donde se encuentra el so´lido, dejando un agujero. Esto permite preservar
la topolog´ıa de la malla y facilita las operaciones de remallado, que se reducen al mero
reposicionamiento de los nodos. El remallado so´lo es necesario cuando el desplazamiento
del solido inmerso provoca una deformacio´n inaceptable en los elementos. En caso de
considerarse necesario, el mismo se efectu´a una vez transcurrido un nu´mero fijo de
pasos de tiempo. El funcionamiento de este co´digo fue abordado en profundidad por
Dari, E. A. et al. [9] y se explica en mayor detalle en la seccio´n 3.2 de este trabajo.
2.5. Modelo matema´tico
Una vez seleccionados los esquemas en los que trabajaremos, se procede a mostrar
los modelos matema´ticos empleados para la resolucio´n del problema de FSI.
Sea Ω ⊂ Rnd (nd = 2, 3) un dominio abierto y acotado del espacio que no var´ıa con
el tiempo, que esta´ dividido en dos subdominios dependientes del tiempo Ωtf y Ω
t
s como
se observa en la figura 2.3 (por simplicidad se muestra un dominio bidimensional). Ωtf
y Ωts representan al dominio del fluido y el del so´lido, respectivamente. Se tiene que
Ω = (Ωtf ∪ Ωts), con Ωtf ∩ Ωts = ∅, donde Γtf y Γts, son las fronteras correspondientes al
dominio fluido y al dominio so´lido respectivamente, que pueden descomponerse como
Γtf = ΓfD ∩ ΓfN ∩ Γtfs y Γts = ΓsD ∩ Γtfs. Aqu´ı ΓfD y ΓsD son fronteras de Dirichlet
mientras que ΓfN es una frontera de Neumann, todas e´stas independientes del tiempo.
Se considera que para todo tiempo t el so´lido se encuentra totalmente inmerso en el
fluido. Γtfs es la superficie de la interfaz fluido-so´lido. Las normas unitarias salientes son




s, respectivamente, y en particular se toma nf |Γtfs = nfs
y ns|Γtfs = nsf = −nfs en la interfaz fluido-so´lido.
El problema es intr´ınsecamente dependiente del tiempo, y no se realizan simplifica-
ciones a priori respecto a efectos dina´micos. Los desplazamientos en el so´lido pueden
ser arbitrariamente grandes. El campo de velocidad se denota con la letra v, siendo
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Figura 2.3: Esquema general de un problema de FSI. Imagen tomada del trabajo de Blanco
P. J. et al. [4].
vΩtf = vf y vΩts = vs, mientras que el vector desplazamientos para el so´lido se denota
us. Tanto el so´lido como el fluido pueden ser independientemente incompresibles o le-
vemente compresibles, siendo κf y κs los mo´dulos de compresibilidad del fluido y del
so´lido, respectivamente. Los tensores de tensiones de Cauchy para el fluido y el so´lido
son σf = −pfI + σfD y σs = −psI + σsD, donde pf y ps son las componentes de
presio´n hidrosta´tica del fluido y del so´lido, respectivamente, e I es la matriz identidad
de Rnd×nd . Por el momento, se dejan σfD y σsD expresadas en su forma gene´rica, ha-
ciendo la formulacio´n matema´tica va´lida para cualquier comportamiento constitutivo
de los materiales. En las secciones subsiguientes de este cap´ıtulo se expresara´ la forma
espec´ıfica de ambos tensores utilizada en el co´digo. Las densidades del fluido y del
so´lido son ρf y ρs, y las fuerzas gravitatorias (si las hubiere) se expresan mediante la
letra g. Los valores prescritos en las fronteras de Dirichlet ΓfD y ΓsD son vf y us,
respectivamente, y tf son las tensiones impuestas en la frontera de Neumann del fluido
ΓfN .
En adelante se denotara´ con (ˆ·) a las variaciones admisibles (en el marco del prin-
cipio variacional) del campo inco´gnita (·), por ejemplo vˆ es una variacio´n admisible
del campo v. Adema´s se denotan las condiciones iniciales del problema de la siguiente
forma:
vf |t=0 = vf0 en Ω0f ,
us|t=0 = us0 en Ω0s,
vs|t=0 = vs0 en Ω0s.
(2.1)
Al establecer las condiciones iniciales se debe tener en cuenta que se debe cumplir la
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condicio´n de continuidad de las velocidades en la interfaz fluido-so´lido: vf0|Γ0f s = vs0|Γ0f s.
Una vez que se tiene definido el problema de FSI co´mo se describio´ anteriormente, se
introduce la formulacio´n correspondiente al problema de dominios inmersos: se asume
que en Ωts existe un fluido ficticio cuyos campos de velocidad y presio´n se denotan
tambie´n (vf , pf ). En esta instancia, se tienen varios grados de libertad para elegir, por
ejemplo, la magnitud de la densidad y la viscosidad de este fluido ficticio, que son
denotados por las letras ρff y µff . Por simplicidad se definira´, haciendo un abuso de
notacio´n, la funcio´n partida ρf = {ρf in Ωtf ∧ ρff in Ωts}. Se considera tambie´n que
el tensor de tensiones de Cauchy en el fluido ficticio se escribe de igual forma que el
del fluido real, es decir σf = −pfI +σfD, donde σfD tiene las mismas propiedades que
en el fluido real. En este caso, el mo´dulo de compresibilidad del fluido ficticio debe ser
igual al mo´dulo de compresibilidad del so´lido κs, para que se cumpla la condicio´n de
continuidad del campo de velocidades sobre todo el dominio del so´lido Ωts. Es decir, que
se cumpla que vf es igual a vs en algu´n sentido (en el caso de este trabajo en el sentido
de H1(Ωts)). La condicio´n de continuidad antes mencionada se relaja introduciendo un
multiplicador de Lagrange apropiado, ψ.
Teniendo en cuenta lo mencionado en los pa´rrafos anteriores y otras consideraciones
estudiadas mas ampliamente por Blanco, P. J. et al. [4], se obtiene la siguiente formula-
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= 0 en Ωts,
(−pfI + σfD) · nf = t¯f en ΓfN ,
(−pfI + σfD)f · nfs = (−psI + σsD)s · nfs = (−pfI + σfD)s · nfs en Γtfs,
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Donde (·)f y (·)s son cantidades en la interfaz Γtfs aproxima´ndose a la misma desde
el dominio Ωtf y Ω
t
s, respectivamente. Adema´s v = (vf ,vs), p = (pf , ps), con (vf , pf )
definidos sobre todo el dominio Ω. Por lo tanto:
U = {(vf ,vs) ∈ H1(Ω)×H1(Ωts) : vf |ΓfD = v¯f ∧ vs|ΓsD = v¯s},
P = {(pf , ps) ∈ L2(Ω)× L2(Ωts)},
Ψ = H−1(Ωts).
(2.3)
Adema´s se define V como el espacio obtenido al hacer la diferencia entre los ele-
mentos del espacio U .
Las primeras tres ecuaciones representan la ley de conservacio´n del momento li-
neal, respectivamente en los volu´menes del fluido, del fluido ficticio y del so´lido. Es
importante destacar que sumando la segunda ecuacio´n a la tercera, se obtiene la ley
de conservacio´n del momento lineal usual en el so´lido. Esto indica que la formulacio´n
aqu´ı presentada es consistente con el problema real. La cuarta, quinta y sexta ecuacio´n
representan la ley de conservacio´n de la masa, respectivamente para el fluido, el fluido
ficticio y el so´lido. La se´ptima ecuacio´n representa la condicio´n de borde de tipo Neu-
mann en la frontera correspondiente del fluido real. La octava implica que no hay un
salto de tensio´n en la interfaz fluido-so´lido y la novena es la condicio´n de continuidad
de las velocidades entre el fluido ficticio y el so´lido real en el dominio del so´lido.
Aplicando el principio variacional se llega a la siguiente formulacio´n de´bil del pro-
































































ψˆ · (vs − vf )dx +
∫
Ωts
ψ · (vˆs − vˆf )dx = 0
∀ (vˆ, pˆ, ψˆ) ∈ V ×P ×Ψ,
(2.4)
donde ε((·)) es el operador gradiente sime´trico de (·), esto es:
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Queda pendiente en el ana´lisis especificar las ecuaciones constitutivas empleadas
para el fluido y el so´lido. El esquema anterior representa el problema monol´ıtico de
fluido estructura. El mismo es resuelto utilizando iteraciones de punto fijo. Es decir,
se particiona el problema en dos problemas principales, el del fluido y el del so´lido.
La solucio´n del problema acoplado se obtiene realizando iteraciones entre estos dos
problemas usando el me´todo de Gauss-Seidel (G-S) con subrelajacio´n.
2.5.1. Ecuaciones del fluido
Las ecuaciones que rigen el comportamiento del fluido en el co´digo desarrollado
son las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo Newtoniano, viscoso e incompresible.
En este caso el tensor de tensiones de Cauchy sera´ dependiente de las velocidades de
deformacio´n como sigue:
σf = psI + σfD = (2µI+ λ(I⊗ I))ε(vf ) = 2µε(vf ) + λ(divvf )I, (2.6)
donde µ y λ son la viscosidad dina´mica y la viscosidad volume´trica o dilatacional,
respectivamente e I es el tensor identidad de cuarto orden. La formulacio´n variacional
para el problema del fluido puede obtenerse al igualar a cero las variaciones en las
inco´gnitas asociadas al fluido en el problema 2.4. De esta manera el problema se reduce











































ψ · (vˆf )dx = 0 ∀ (vˆf , pˆf , ψˆ) ∈ V f ×Pf ×Ψ,
(2.7)
donde los espacios U f , Pf y Ψ son:
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U f = {vf ∈ H1(Ω) : vf |ΓfD = v¯f},
Pf = {pf ∈ L2(Ω)},
Ψ = H−1(Ωts).
(2.8)
Adema´s se define V f como el espacio de variaciones admisibles de los elementos del
espacio U f .
Por lo tanto, resolviendo el problema 2.7 se obtienen los campos de velocidad,
presiones y los multiplicadores de Lagrange (fuerzas) del fluido. Para hallar los dos
campos inco´gnita restantes, que son las velocidades vm y desplazamientos um de los
nodos de la malla del fluido, que como se menciono´ anteriormente surgen de la necesidad
de usar una malla que sigue el movimiento del so´lido, se resuelven sendos problemas
de Dirichlet, como se observa a continuacio´n. Para cada t ∈ (0, T ) hallar vm ∈ V ∗ tal
que 
∆vm = 0 en Ω,
vm = 0 en ΓfD ∪ ΓfN ,




Y para cada t ∈ (0, T ) hallar um ∈ U ∗ tal que
∆um = 0 en Ω,
um = 0 en ΓfD ∪ ΓfN ,




donde los espacios V ∗ y U ∗ son:
V ∗ = {vm ∈ H1(Ω) : vm|(ΓfD ∪ ΓfN ) = 0 ∧ vm|Ωts = vs}
U ∗ = {um ∈ H1(Ω) : um|(ΓfD ∪ ΓfN ) = 0 ∧ um|Ωts = us}
(2.11)
Luego se aplica el me´todo de Galerkin sobre una triangulacio´n del dominio, y se
utiliza el me´todo theta [10] para obtener aproximaciones de las derivadas temporales
de la misma forma en que ha sido realizado por Blanco P. J. et al. [11] y otros [9, 12].
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2.5.2. Ecuaciones del So´lido
Para hallar la solucio´n asociada al dominio del so´lido se utiliza la ecuacio´n consti-
tutiva de un so´lido ela´stico lineal iso´tropo homoge´neo. La misma esta´ representada por
las ecuaciones de Lame´-Hooke:
σs = −psI + σsD = Cε(us) = λTr(ε(us))I + 2µε(us), (2.12)
donde C es el tensor de cuarto orden correspondiente al material iso´tropo y λ y µ
son el primer y segundo para´metro de Lame´, respectivamente. Luego, el mo´dulo de
compresibilidad es κs = λ+
2µ
3
. Utilizando esta ecuacio´n constitutiva, el problema del
so´lido puede escribirse en forma de´bil de la siguiente manera: para cada t ∈ (0, T )



























ψ · (vˆs)dx = 0 ∀ (vˆs, pˆs) ∈ V s ×Ps,
(2.13)
donde, los espacios U s y Ps son:
U s = {vs ∈ H1(Ωts) : vs|ΓsD = v¯s},
Ps = {ps ∈ L2(Ωts)},
(2.14)
Adema´s se define V s como el espacio de variaciones admisibles de los elementos del
espacio U s.
Resulta ma´s conveniente utilizar los desplazamientos y las velocidades como inco´gni-
tas en el so´lido, en vez de las presiones y las velocidades. Entonces reescribiendo el
problema 2.13 en te´rminos de estas nuevas variables, y poniendo en el lado derecho
de la ecuacio´n los te´rminos en los que so´lo aparecen variaciones de las inco´gnitas del
problema y no las inco´gnitas en s´ı mismas, se obtiene el siguiente problema: para cada
t ∈ (0, T ) hallar (us,vs) ∈ W s ×U s tales que:























ψ · (vˆs)dx = 0 ∀ (vˆs, pˆs) ∈ V s ×Ps
(2.15)
Para su resolucio´n nume´rica, el problema anterior se discretiza utilizando el me´todo
de Galerkin. El espacio de dimensio´n infinita H1(Ωts) es reemplazado por el subespa-
cio de dimensio´n finita H . Se denotan u¯sh y v¯sh a las proyecciones de u¯s y v¯s en el
subespacioH . Luego, se realiza una triangulacio´n del dominio Ωts, la cual se denomina
T y Ns es entonces el conjunto de todos los N nodos en la triangulacio´n. El conjunto
{η1,η2, . . . ,ηNnd} = {ϕ1e1, . . . , ϕ1end , . . . , ϕNend} es una base nodal del subes-
pacio H . En este trabajo se utilizan funciones polino´micas de grado 1, representadas
esquema´ticamente para un dominio 2D en la figura 2.4. Mediante estas funciones se
pretende lograr una aproximacio´n a la solucio´n del problema que este´ contenida en el










Figura 2.4: Esquema de las funciones ϕi empleadas para el caso de un dominio 2D.
Por lo tanto las inco´gnitas del problema discretizado espacialmente son (v,u) ∈
VD ×UD, tales que (v)i = Vi y (u)i = Ui, donde los espacios VD y UD son:
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VD = {v ∈ RNnd : v|ΓsD = v¯sh},
UD = {u ∈ RNnd : u|ΓsD = u¯sh},
(2.17)
donde v¯sh y u¯sh son los coeficientes de las combinaciones lineales de las proyecciones de
las condiciones de borde de velocidad y desplazamiento en el subespacio H . A partir
de esto, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas que puede resolverse
con un me´todo nume´rico apropiado. Para cada t ∈ (0, T ) hallar (v,u) ∈ VD×UD tales
que:
Mv˙ + Ku = f , (2.18)
donde, si se denota con T a un elemento de la triangulacio´n T , las componentes de las

























ε(ηi) : σf (vf , pf )dx (2.21)
Se utiliza el me´todo theta como me´todo de avance temporal, obteniendo sendas
ecuaciones para las velocidades y los desplazamientos:
vn+1 = vn + ∆t[θ2v˙
n+1 + (1− θ2)v˙n]
un+1 = un + ∆t[θ1v
n+1 + (1− θ1)vn],
(2.22)
donde se denota con el super´ındice n+1 a la informacio´n en el paso de tiempo actual, y
con n a la informacio´n en el paso de tiempo anterior. Cabe destacar que, en cualquiera
de las dos ecuaciones del sistema 2.22, se obtiene el me´todo de Euler impl´ıcito usando
θ = 1, con θ = 0,5 se obtiene el me´todo de Crank-Nicolson (CN) y con θ = 0 se
obtiene el me´todo de Euler expl´ıcito (EE). Combinando las ecuaciones 2.22 con la 2.18
se obtiene el sistema de ecuaciones que sera´ resuelto para resolver el problema del so´lido
ela´stico. Este consiste en, para cada paso de tiempo n + 1 hallar (v,u) ∈ VD × UD
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tales que:
[M + ∆t2θ2θ1K]v
n+1 = [M−∆t2θ2(1− θ1)K]vn −∆tKun + ∆tf (2.23)
un+1 = un + ∆t[θ1v
n+1 + (1− θ1)vn] (2.24)
De esta forma se debe resolver un sistema de ecuaciones de taman˜o (Nnd)× (Nnd)
y luego operaciones de suma vectorial para hallar los campos de desplazamientos y
velocidades en el so´lido.
La formulacio´n matema´tica expuesta en este cap´ıtulo constituye la base del co´digo
desarrollado, que se explica en el cap´ıtulo siguiente.
Cap´ıtulo 3
Co´digo Computacional
En este cap´ıtulo se explica brevemente el funcionamiento del co´digo implementado,
sobre la plataforma PARGPFEP para la resolucio´n de problemas de so´lidos ela´sticos
inmersos.
3.1. Plataforma PARGPFEP
El nombre PARGPFEP proviene de las siglas en ingle´s para “PARallelized General
Purpose Finite Element Program”. La misma esta´ basada en la plataforma GPFEP,
que surge ante la necesidad de investigadores y docentes en el a´mbito del Me´todo de
Elementos Finitos de abordar con e´xito problemas de la ma´s variada ı´ndole. Esencial-
mente el objetivo de dicha plataforma es evitar la necesidad de reprogramar las rutinas
referidas al manejo de informacio´n dentro del programa, la entrada y salida de datos,
las rutinas de integracio´n por cuadraturas de Gauss, etc. De esta forma, la plataforma
GPFEP, permite que el programador se concentre casi exclusivamente en programar
los algoritmos para ensamblar las matrices y vectores que conforman el sistema de
ecuaciones del problema concreto que desea resolver, ya sea en el a´rea de Meca´nica
del So´lido como de Fluidos, Electrosta´tica, Transferencia de Calor, etc. Esto permite
reducir considerablemente el tiempo que toma crear un nuevo programa de elementos
finitos [13]. La plataforma GPFEP permite resolver mediante el me´todo de los ele-
mentos finitos problemas de una, dos o tres dimensiones espaciales. Posee rutinas para
utilizar distintos tipos de elementos y diferentes opciones de me´todos iterativos. En
caso de que el tiempo sea una variable, permite utilizar con relativa facilidad cualquier
esquema de avance temporal. La plataforma PARGPFEP incorpora la utilizacio´n de
rutinas de a´lgebra lineal paralelizada, mediante el uso de la biblioteca PETSc.
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La plataforma PARGPFEP esta´ compuesta por cinco programas. En este trabajo
son utilizados dos: GPBOCO y GPMAIN. El programa de resolucio´n en s´ı mismo
es GPMAIN, mientras que GPBOCO preprocesa las condiciones de contorno de tipo
Dirichlet. El postprocesamiento y visualizacio´n de los resultados se realiza utilizando
Paraview [14] y otras rutinas generadas los lenguajes Python y C. Las mallas son
generadas utilizando Gmsh [15] o algoritmos propios.
La plataforma PARGPFEP es ideal para resolver problemas monol´ıticos. Para el
caso de intere´s en este trabajo, que es un problema multif´ısico particionado, debieron
implementarse rutinas responsables de realizar el traspaso de informacio´n entre los
problemas del fluido y el so´lido, con el fin de modelar el acoplamiento entre ambos
problemas. Se explicara´ el funcionamiento de las mismas en las secciones subsiguientes
de este cap´ıtulo.
3.2. Co´digo ImmALE
Al programa generado para resolver el problema multif´ısico se lo denomino´ immA-
LE, por combinar aspectos de algoritmos para problemas de dominios inmersos con la
formulacio´n ALE. En la figura 3.1 se puede observar un esquema en el cual se expli-
ca la forma de operar del programa. Se tiene un para´metro de continuacio´n, que en
nuestro caso es el tiempo. El programa posee dos loops o lazos principales: el loop de
continuacio´n (iteraciones temporales) y, dentro de cada paso de tiempo, hay un loop
de iteraciones de punto fijo usando Gauss-Seidel subrelajado para resolver el problema
de FSI para ese paso de tiempo. Se denotara´ con la letra n a las iteraciones temporales,
siendo n + 1 la iteracio´n del paso de tiempo actual. Por otra parte, se denotara´n con
la letra k las iteraciones de FSI, siendo k + 1 la iteracio´n actual. De esta forma, por
ejemplo, las cantidades notadas con un super´ındice k corresponden a cantidades de la
iteracio´n FSI anterior, mientras que las cantidades con un super´ındice n corresponden
a cantidades del paso de tiempo anterior.
El programa comienza realizando las inicializaciones de las variables, vectores y
matrices utilizados. Se realiza la lectura de los datos del problema y las mallas del
fluido y del so´lido. Para realizar la paralelizacio´n, la malla del fluido se particiona. De
esta forma se tendra´ un conjunto de np procesos corriendo en paralelo, cada uno de los
cuales posee una particio´n de la malla del fluido. Se preve´ que el taman˜o de la malla
del so´lido no represente un costo computacional tal que justifique su particionado, por
lo que se entrega una copia completa de la misma a cada proceso. Luego se crea para
cada malla la estructura de datos denominada a´rbol geome´trico con el fin de acelerar
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Figura 3.1: Esquema del funcionamiento del co´digo immALE.
los procesos de bu´squeda en las mismas, a la manera detallada por Dari, E. A. et al.
[16]. Se inicializan las variables del sistema. Se leen y asignan las condiciones iniciales
(CI) y las condiciones de contorno (CB) de los problemas.
Para una mejor organizacio´n del programa, cada paso de tiempo se divide en un
cierto nu´mero de pasos fraccionados (seis en este caso). Esta´ previsto que en cada
paso fraccionado se resuelva un sistema lineal de ecuaciones (aunque no es condicio´n
necesaria). Antes de comenzar con el loop temporal se realiza la inicializacio´n de dichos
sistemas lineales. Ba´sicamente se expresa cua´les de los campos inco´gnitas sera´n hallados
en cada paso fraccionado y que´ operaciones de ensamblado sera´n realizadas.
Una vez finalizada la etapa de inicializacio´n comienzan las iteraciones temporales.
Cada una de e´stas se divide en diferentes pasos, a la manera que se explica a continua-
cio´n. Primero se computa el paso de tiempo ∆t, que sera´ fijo, y el tiempo en la iteracio´n
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actual se calcula como tn+1 = t0 + (n + 1)∆t. Luego se actualizan las condiciones de
contorno en caso de que las mismas sean dependientes del tiempo. A continuacio´n se
efectu´an los pasos fraccionados se detallan en los pa´rrafos subsiguientes.
Reseteo y reajuste de la malla del fluido: En primer lugar, se chequea si se cum-
ple la condicio´n necesaria para resetear la malla. Esta condicio´n puede ser: “si
hay una distorsio´n inaceptable en los elementos”, o bien, como fue implementado
en el presente trabajo: “si han transcurrido nrm pasos de tiempo desde el u´ltimo
reseteo de malla”, siendo nrm un entero fijado por el usuario antes de iniciar la
corrida. Esta operacio´n se realiza en el primer paso de tiempo y se repite, cada
vez que se cumpla la condicio´n prefijada, durante el ca´lculo. Cabe destacar que
este paso se ve facilitado enormemente debido a que todas las mallas del fluido
poseen la misma topolog´ıa (se preservan el nu´mero de nodos y las conectividades
de la malla). A continuacio´n se detalla la forma en que se realiza.
• Se resetea la malla ajustada al contorno del so´lido en el paso de tiempo
anterior T¯ nf . Esto es, se vuelve a la malla de referencia T 0f , que no necesa-
riamente esta´ ajustada al contorno del so´lido. Este paso es redundante en el
primer paso de tiempo (n+ 1 = 1) ya que T nf = T 0f .
• Se ajusta la malla del fluido al contorno del so´lido, siguiendo los siguientes
pasos:
– Para el dominio so´lido Ωtns , se calcula la funcio´n de nivel o “Level Set”
φnf,0 en la malla de referencia T 0f . El valor de dicha funcio´n en cada nodo
de la malla del fluido es igual a la distancia entre ese nodo y el contorno
del dominio del so´lido. De esta forma, la curva de nivel dada por φnf,0 = 0
representa el contorno del so´lido, y los nodos donde φnf,0 < 0 son nodos
del fluido que esta´n dentro del dominio del so´lido Ωtns .
– Se construye el conjunto N int,nf,0 de nodos en la malla de referencia del
fluido que esta´n dentro del dominio del so´lido y pertenecen a elementos
que son atravesados por el contorno del so´lido (∂Ωtns ), dado por la curva
de nivel φnf,0 = 0. Luego se calculan los desplazamientos d
n
f,0 necesarios
para llevar esos nodos al contorno del so´lido.
– Finalmente se desplazan los nodos de la malla del fluido resolviendo un
problema de Laplace en T 0f con condicio´n de borde de tipo Dirichlet
igual a dnf,0. para los nodos en N int,nf,0 . La expresio´n matema´tica de este
paso esta´ resumida en la ecuacio´n 3.1.∆um = 0 en T 0fum = dnf,0 en N int,nf,0 (3.1)
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En la pra´ctica, la condicio´n de borde de Dirichlet se implementa por
penalizacio´n. Es decir, se multiplica el elemento diagonal de la fila de
cada nodo con condicio´n de borde Dirichlet en la matriz de rigidez del
sistema por un factor de una escala significativamente mayor al resto de
las magnitudes de la matriz. Luego se suma, a la fila correspondiente al
nodo con condicio´n de Dirichlet en el vector de te´rminos independientes
de la ecuacio´n, el valor de la condicio´n de Dirichlet multiplicado por el
mismo factor de escala.
La nueva malla ajustada, generada al aplicar los desplazamientos obte-
nidos en el problema 3.1 a los nodos de la malla de referencia (T 0f ), se
denomina T nf .
• (*) Se debe recalcular el campo de velocidades del fluido en la nueva malla
ajustada T nf , a partir los valores de dicho campo inco´gnita en los nodos de
la antigua malla ajustada T¯ nf . Esto se hace buscando, para cada nodo Ni
de la nueva malla T nf , dentro de que´ elemento e¯i de la antigua malla T¯ nf
se encuentra. Luego se obtiene la velocidad en cada nodo Ni interpolando
linealmente las velocidades en los nodos de e¯i.
• Para el dominio del so´lido Ωtns se computa la funcio´n de nivel φnf en la nueva
malla T nf . Esta funcio´n se utilizara´ como indicador de la posicio´n del so´lido
y no se vuelve a recalcular hasta que no se vuelve a hacer el reseteo de la
malla.
Comienzo de las iteraciones FSI: Se asignan los valores de los campos inco´gnita
en el paso de tiempo anterior como semilla para las iteraciones FSI de este paso
de tiempo: (·)k = (·)n. Se procede a comenzar las iteraciones FSI.
Ca´lculo de la velocidad ALE de la malla del fluido: Se utiliza la formulacio´n ALE
para asegurarse de que los nodos del fluido ficticio se desplacen solidarios al so´li-
do. Para ello se calcula la velocidad de los nodos en la malla del fluido como se
detalla a continuacio´n
• Se crea el conjunto N kf de nodos del fluido en la regio´n del so´lido Ωtn+1,ks
para calcular la nueva funcio´n “Level Set”(esto no es necesario en la primer
iteracio´n). Realizando el mismo proceso de interpolacio´n lineal utilizado para
recalcular las velocidades del fluido en (*), se hallan las velocidades de los
nodos en el fluido ficticio (los nodos del conjunto N kf ) extraye´ndola de la
malla del so´lido T n+1,ks , es decir: vks,j = vks (xj),∀j ∈ N kf .
• Las velocidades vks,j halladas en el paso anterior son utilizadas como condi-
cio´n de Dirichlet (que nuevamente se implementa en la pra´ctica mediante
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el proceso de penalizacio´n) en el problema de Laplace que se observa en
3.2, cuyo fin es obtener el nuevo campo de velocidades ALE de la malla del
fluido. ∆vk+1m = 0 en T nfvk+1m,j = vks,j ∀j ∈ N kf (3.2)
Resolucio´n de las ecuaciones de Navier-Stokes: A continuacio´n se resuelve el pro-
blema fluidodina´mico: la formulacio´n immALE de las ecuaciones de Navier-Stokes
presentadas en 2.7. Debido a que utilizamos una formulacio´n ALE, las coordena-
das de los nodos de la malla del fluido var´ıan en cada iteracio´n y por lo tanto se
deben calcular las derivadas materiales teniendo en cuenta el te´rmino convectivo






+∇vf (vf − vm) (3.3)
La restriccio´n en el campo de velocidades distribuida sobre todo el dominio del
so´lido vf = vs en Ω
t
s es impuesta mediante multiplicadores de Lagrange. En el
contexto del me´todo de los elementos finitos, esta restriccio´n es impuesta nodo
a nodo (en vez de ser integrada en cada elemento como, por ejemplo, en el caso
de la condicio´n de borde tipo Neumann). Luego, los multiplicadores de Lagrange
son cantidades nodales. Por lo tanto en los problemas 2.7 y 2.13 se reemplazan






ψj · vˆf (xj) =
∑
j∈N kf









ψj · vˆs(xj) =
∑
j∈N ks





Donde k = 1, . . . , nd y ek es el versor de direccio´n k y N ks es el conjunto de nodos
de la malla del so´lido. Notar que ahora ψj es una cantidad (un vector) definida
en cada nodo. Una vez resueltas las ecuaciones de Navier-Stokes se obtienen los




Pasaje de los datos del problema del fluido al so´lido: Una vez que se ha resuel-
to el problema del fluido, se debe hacer un pasaje de ciertos te´rminos de la ecua-
cio´n del fluido para ser integrados en la ecuacio´n del so´lido y ensamblar el segundo
miembro de la ecuacio´n 2.18, como se ve en 2.21.
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Esto se realiza nodo a nodo, es decir, se integran las cantidades provenientes del
fluido en la misma malla del fluido (en vez de la del so´lido), luego se suman las
contribuciones de cada te´rmino (correspondientes a cada nodo de la malla del
so´lido) al segundo miembro del so´lido. Por lo tanto, el segundo miembro de la





















Notar que a esta altura de la iteracio´n FSI so´lo se habra´n sumado el segundo y
tercer te´rmino de la ecuacio´n 3.5 a f , ya que el primero (el te´rmino de fuerzas
volume´tricas del so´lido) sera´ ensamblado en el siguiente paso fraccionado, junto
con la matriz de rigidez y de masa del so´lido.
Resolucio´n de las ecuaciones de Navier-Lame´: Una vez traspasados los datos ne-
cesarios al vector de te´rminos independientes de la ecuacio´n 2.18, se procede a
resolver el problema de elastodina´mica. El mismo se resuelve en dos pasos frac-
cionados. En el primero se resuelve el sistema de ecuaciones dado en 2.23. Y en
el segundo se resuelve la ecuacio´n vectorial 2.24. De esta forma se obtienen las
velocidades vk+1s y los desplazamientos u
k+1
s , respectivamente, en la iteracio´n FSI
actual.
A esta altura, adicionando los desplazamientos obtenidos a las coordenadas de
los nodos en la malla T n+1,ks (que representa al dominio del so´lido Ωn+1,k+1s de
la iteracio´n FSI anterior), ya se podr´ıa obtener la malla desplazada del so´lido
T n+1,k+1s , que representa el nuevo dominio del so´lido Ωn+1,k+1s . Pero este paso se
pospone ya que se necesita la malla del so´lido no desplazada T n+1,ks en el paso
siguiente.
Desplazamiento de los nodos de la malla del fluido: De la misma forma que se
realiza en (*), se extraen los desplazamientos de los nodos de la malla del so´lido
(T n+1,ks ) y, mediante interpolacio´n lineal se hallan los desplazamientos de los
nodos del fluido ficticio en N kf haciendo uks,j = uks(xj),∀j ∈ N kf . Nuevamente se
resuelve la ecuacio´n de Laplace usando las velocidades uks,j como condicio´n de
Dirichlet implementada por penalizacio´n, para hallar los desplazamientos en la





s,j ∀j ∈ N kf
(3.6)
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Una vez hallados los desplazamientos de la malla del fluido, los mismos se adi-
cionan a las coordenadas de los nodos de la malla del fluido T n+1,kf para obtener
la nueva malla del fluido T n+1,k+1f . Se realiza el mismo procedimiento con los
desplazamientos en la malla del so´lido para obtener la nueva malla del so´lido
T n+1,k+1s .
Ana´lisis de la calidad de la malla: Se analiza la calidad de los elementos de la
nueva malla deformada en busca de elementos que se hayan deformado ma´s de
lo admisible. En la versio´n actual del co´digo se procede a remallar en el paso de
tiempo siguiente. Sin embargo, esta´ previsto que en futuras implementaciones del
co´digo se realice el remallado y se repitan las iteraciones FSI del paso de tiempo
actual.
Chequeo de convergencia: Finalmente, se evalu´a si la solucio´n esta´ convergida. En
la versio´n actual del co´digo, se establecen los criterios de convergencia sobre la
norma de los desplazamientos del so´lido. Se utilizan dos criterios basados en
estimaciones del error absoluto o el error relativo:
abs = ||uk+1s − uks ||
rel =
||uk+1s − uks ||
||u1s − u0s||
(3.7)
Se considera que la solucio´n ha convergido si {abs ≤ tolabs ∨ rel ≤ tolrel}, donde
tolabs y tolrel son tolerancias fijadas de antemano por el usuario.
En caso de que haya alcanzado la condicio´n de convergencia, se actualizan los
valores de las inco´gnitas en el paso de tiempo actual (·)n+1 = (·)k+1. Luego se
imprimen las soluciones correspondientes a dicho paso de tiempo, se traspasan
los valores del paso del tiempo actual a los valores del paso de tiempo anterior y a
los valores de la semilla para las iteraciones FSI (·)k = (·)n = (·)n+1. Tras esto, se
pasa a la siguiente iteracio´n temporal. En caso contrario, se calcula un para´metro
de relajacio´n apropiado ωk, se calcula una nueva semilla para las iteraciones FSI
mediante (·)k = ωk(·)k+1 + (1− ωk)(·)k y se comienza una nueva iteracio´n FSI.
Se menciono´ dentro de la descripcio´n de los pasos fraccionados la necesidad de re-
solver sistemas lineales de ecuaciones. Con este fin, el algoritmo de resolucio´n empleado
en la mayor´ıa de los casos es una combinacio´n del me´todo iterativo de subespacios de
Krylov con un precondicionador o un algoritmo de resolucio´n directo secuencial. Las
rutinas asociadas al mismo son las rutinas KSP de la biblioteca PETSc.
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En el pro´ximo cap´ıtulo se realizara´ una validacio´n del co´digo implementado. Se
dedicara´ particular atencio´n a las nuevas rutinas implementadas para la comunicacio´n
entre el problema del fluido y el del so´lido, adema´s del algoritmo de resolucio´n de las
ecuaciones de elasticidad lineal implementado.
Cap´ıtulo 4
Validacio´n
En este cap´ıtulo se realiza una validacio´n del co´digo desarrollado. Se resuelven pro-
blemas cuya solucio´n es conocida, para poder contrastar la solucio´n nume´rica obtenida
con la solucio´n de referencia.
4.1. Estrategia de Validacio´n
Para la implementacio´n del presente co´digo computacional se tomo´ como punto
de partida una versio´n previa del mismo, tambie´n desarrollada sobre la plataforma
PARGPFEP, que es capaz de resolver problemas de so´lidos r´ıgidos inmersos en fluidos
incompresibles. Una validacio´n de dicho co´digo fue realizada por Gadur, S. N. et al. en
[12]. Como primer paso hacia el objetivo del presente trabajo, se desarrollo´ un mo´dulo
capaz de resolver problemas de elasticidad lineal. Se presenta una validacio´n del mismo
en la seccio´n 4.2. En e´sta se compara la solucio´n nume´rica obtenida usando el co´digo,
con la solucio´n anal´ıtica de la deflexio´n ma´xima en una viga simplemente empotrada
con una carga concentrada en su extremo libre.
Luego se procedio´ a realizar la integracio´n del mo´dulo de elasticidad lineal desarro-
llado al co´digo immALE. Este paso requirio´, entre otras cosas, modificar las rutinas
existentes asociadas al traspaso de datos del problema del fluido al problema del so´lido,
e implementar nuevas. Para validar el programa resultante, se modelo´ en primer lugar
un problema bidimensional sencillo en el cual un so´lido ela´stico se encuentra inmerso
en un fluido cuya densidad es la misma que la del so´lido. El conjunto se encuentra con-
finado en un canal con condicio´n de deslizamiento en sus paredes laterales. Al aplicarse
una diferencia de presio´n entre los dos extremos del conducto, se espera que tanto el
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so´lido como el fluido se muevan en conjunto como un so´lido r´ıgido. A este tipo de flujo
se lo denomina flujo pisto´n. Se presenta en la seccio´n 4.3 la validacio´n realizada usando
esta configuracio´n. La misma permite verificar el correcto funcionamiento de las nuevas
rutinas de traspaso de datos desde el problema del fluido al del so´lido.
Finalmente, se procedio´ a resolver un problema en el cual se exploten todas las po-
tencialidades del co´digo immALE. En la validacio´n expuesta en la seccio´n 4.4 se simula
el flujo a trave´s de un canal parcialmente obstruido por un cilindro ela´stico. Se reali-
zaron simulaciones para distintos nu´meros de Reynolds, a saber Re = 20 y Re = 150.
En ambos casos se observaron comportamientos fluidodina´micos adecuados, tomando
como referencia los resultados analizados en el trabajo de Williamson, C. H. K. [17]. En
particular, para el caso de Re = 150 se comparo´ la frecuencia de desprendimiento de
vo´rtices de Von Ka´rma´n con una fo´rmula emp´ırica [5]. En todos los casos se contrasto´
la deflexio´n de la viga en la direccio´n del flujo con una estimacio´n anal´ıtica expuesta en
el Ape´ndice B. Para concluir, se evaluo´ la respuesta del sistema cuando la frecuencia
de desprendimiento de vo´rtices es igual a la frecuencia de resonancia del cilindro. Para
este u´ltimo caso se observo´ el comportamiento resonante esperado, caracterizado por
un aumento en la amplitud de las oscilaciones en la direccio´n del campo excitador.
Las simulaciones expuestas en las secciones 4.2 y 4.3 de este cap´ıtulo fueron realiza-
das en una computadora con un procesador Core-i7 4930K con 6 Nu´cleos, una velocidad
de 3.4GHz y 64 GB de memoria RAM. Los tiempos de simulacio´n de las mismas van
del orden del minuto hasta algunas horas. Las simulaciones de la seccio´n 4.4 fueron rea-
lizadas en el cluster del departamento de Meca´nica Computacional del Centro Ato´mico
Bariloche. El mismo consta de 20 nodos rackeables con dos procesadores por nodo. El
servidor principal cuenta con procesadores Xeon E5 2670 v3 de 12 nu´cleos, 32GB de
memoria RAM y una velocidad de 2,3GHz; mientras que cada uno de los 20 nodos tiene
procesadores Xeon E5 2660 v3 de 10 nu´cleos, 32GB de memoria RAM y una velocidad
de 2,6GHz. La duracio´n de simulacio´n de estos casos mas complejos var´ıa desde dos
d´ıas hasta dos semanas utilizando un nodo del cluster.
4.2. Deflexio´n de una Viga en Voladizo
4.2.1. Descripcio´n del problema
Previamente, se han realizado validaciones del co´digo para resolver problemas de
so´lidos r´ıgidos inmersos en un flujo incompresible [12]. Por esto, se procedio´ a realizar
la validacio´n del mo´dulo del programa encargado de resolver el problema de elasticidad
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lineal.
En primera instancia se modelo´ el problema tridimensional de una viga en voladizo
trabajando en flexio´n, con un extremo empotrado y una carga concentrada en el otro
extremo, como se observa en la figura 4.1. Para simular la carga aplicada en la punta
se utilizo´ una tensio´n de corte uniforme sobre la cara correspondiente al extremo de la
viga.
Figura 4.1: Esquema del problema de una viga en voladizo con carga puntual en su extremo
libre.
Se utilizo´ una malla no estructurada de elementos tetrahe´dricos en el dominio de
la viga que se muestra en la figura 4.2.
Se comparo´ la deflexio´n ma´xima calculada mediante el co´digo propuesto con el
resultado anal´ıtico provisto por la teor´ıa de Euler-Bernoulli para vigas unidimensio-
nales. Segu´n e´sta, la deflexio´n ma´xima en una viga en voladizo de seccio´n transversal





Donde P es la carga puntual en el extremo libre de la viga, L es la longitud de la
misma, E es el mo´dulo de Young del material que la compone e I es el momento de
inercia de su seccio´n transversal respecto al plano neutro.
Se modela la carga aplicada sobre el extremo libre eligiendo una tensio´n de corte f
de magnitud tal que la integral de la tensio´n en la superficie de la punta de la viga sea









A partir del razonamiento anterior, los para´metros materiales utilizados para la
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Figura 4.2: Esquema y orientacio´n respecto al eje de coordenadas de la malla utilizada en el
problema de la viga en voladizo.
simulacio´n son los que se observan en la tabla 4.1
4.2.2. Resultados
Se obtuvo la solucio´n nume´rica en el estado estacionario para dos mallas diferentes
con distinto nu´mero de elementos. Los resultados obtenidos se muestran en la tabla
4.2.
El error porcentual en la tabla se calcula tomando como valor de referencia la
solucio´n anal´ıtica obtenida mediante la ecuacio´n 4.1. Se puede que ver que la solucio´n
nume´rica converge a la solucio´n anal´ıtica al disminuir el taman˜o de los elementos.
4.3 Flujo alrededor de un obsta´culo prisma´tico 34
Nombre S´ımbolo Magnitud Unidades
Largo de la viga L 0.1 m
Espesor de la viga a 0.01 m
Ancho de la viga b 0.01 m
Mo´dulo de Young E 7.00e+10 Pa
Mo´dulo de Poisson ν 0.3 m
Tensio´n en el extremo libre f 1750000 m












25 600000 9,94e− 4 0.001 0.7 %
40 2400000 9,97e− 4 0.001 0.4 %
Tabla 4.2: Desplazamientos ma´ximos calculados para la viga en voladizo estudiada.
Se puede observar la viga deformada (usando un factor de amplificacio´n de 10 en
las deformaciones) en la figura 4.3
Figura 4.3: Vista de la viga deformada (con un factor de amplificacio´n 10) y el mo´dulo del
desplazamiento de la viga en voladizo estudiada, hallada mediante el co´digo computacional.
4.3. Flujo alrededor de un obsta´culo prisma´tico
4.3.1. Descripcio´n del problema
Con el objeto de realizar una validacio´n de las rutinas de traspaso de informacio´n
del problema del fluido al problema del so´lido, se modela el flujo bidimensional alrede-
dor de un obsta´culo so´lido de seccio´n rectangular, cuya densidad es igual a la densidad
del fluido circundante, como se observa en la figura 4.4. El flujo puede deslizar pero
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no atravesar las fronteras superior e inferior del dominio estudiado, y tiene una con-
dicio´n de no deslizamiento sobre el contorno del obsta´culo so´lido. Las velocidades del
flujo son puramente horizontales a la entrada y a la salida del canal. Se aplica una
presio´n negativa en el extremo derecho (salida) del canal y una presio´n nula a la entra-
da (extremo izquierdo). Considerando estas condiciones de borde, el problema podr´ıa
pensarse como el flujo de un fluido a trave´s de un arreglo infinito de obsta´culos so´lidos
con periodicidad en el eje vertical. Usando el me´todo de las ima´genes se puede modelar
uno solo de los obsta´culos de esta manera. Por simplicidad se desprecian las fuerzas
gravitatorias.
Figura 4.4: Configuracio´n utilizada para el problema de validacio´n.
Figura 4.5: Configuracio´n geome´trica utilizada en la simulacio´n del flujo alrededor de un
obsta´culo prisma´tico.
Siendo que el fluido y el so´lido tienen la misma densidad, la solucio´n de este pro-
blema es tal que todo el conjunto fluido-so´lido se mueve hacia la derecha con una
aceleracio´n constante, impuesta por la diferencia entre las presiones fijadas a la entra-
da y salida del canal. Tomando una aproximacio´n unidimensional del problema (todas
las cantidades son uniformes a lo largo de la seccio´n perpendicular al eje horizontal) se






= −(pent − psal)
ρL
(4.3)
Donde psal y pent son las presiones de salida y de entrada respectivamente; ρ es
la densidad del fluido, igual a la del so´lido, y L la longitud del canal. Se simulo´ el
problema mencionado utilizando los siguientes para´metros: L = 10, H = 1, t = 0,202,
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D = 0,5, pent = 0, psal = −10, donde las magnitudes geome´tricas L, H y D son las que
se observan en la figura 4.5.
4.3.2. Resultados
Se obtuvo la velocidad del centro de masa del cuerpo so´lido en funcio´n del tiempo.
El resultado se muestra en la figura 4.6. Realizando un ajuste lineal de los puntos
calculados se puede hallar la aceleracio´n del centro de masa del so´lido en la solucio´n
nume´rica. La misma se compara con la aceleracio´n de la solucio´n anal´ıtica calculada
en 4.3.
Figura 4.6: Velocidad en la direccio´n xˆ del centro de masa del so´lido en funcio´n del tiempo.
La pendiente y ordenada al origen obtenidas del ajuste lineal son m = 0,000999 y
b = 0,014. La pendiente del ajuste nos da una aproximacio´n de la aceleracio´n del centro
de masa del so´lido, la cual se espera que sea igual a 0.001 siguiendo el ca´lculo de 4.3.
Por lo tanto el error relativo global en la aceleracio´n del centro de masa es inferior al
0.2 %.
Se observa en la figura 4.7 (a) el campo de presiones calculado nume´ricamente y en
4.7 (b) el resultado de la malla deformada (con un factor de amplificacio´n de 1000 en
las deformaciones) para tiempo t = 1,0.
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(a)
(b)
Figura 4.7: Presiones (a) y vista de la malla del fluido deformada para tiempo t=0.99 (factor
de amplificacio´n de las deformaciones de 1000) (b).
4.4. Flujo alrededor de un cilindro ela´stico
4.4.1. Descripcio´n del problema
Se simulo´ el problema esquematizado en la figura 4.8, en la que un fluido se desplaza
alrededor de un obsta´culo cil´ındrico a trave´s de un canal. El dominio del fluido es de
forma prisma´tica. Utilizaremos las letras a, b y c para referirnos a las dimensiones del
mismo en el eje x, y y z respectivamente. El dominio del so´lido esta´ totalmente inmerso
en el dominio del fluido. El mismo consiste en un cilindro de altura h y dia´metro D, cuyo
eje longitudinal esta´ ubicado en direccio´n vertical y es equidistante a las caras anterior,
posterior e izquierda del dominio del fluido. Los valores de los para´metros geome´tricos
utilizados en los ca´lculos pueden observarse en la tabla 4.3. Los mismos para´metros
geome´tricos fueron utilizados en todas los casos mencionados en esta seccio´n.
El fluido ingresa al dominio por la cara izquierda con velocidad V∞ (con direccio´n
normal a e´sta) y sale de la misma por la cara derecha (tambie´n con velocidad normal a
la cara). A las caras superior, inferior, anterior y posterior del dominio del fluido se les
asigno´ una condicio´n de no penetracio´n, es decir que el fluido puede tener velocidades
4.4 Flujo alrededor de un cilindro ela´stico 38
en el plano definido por la cara pero no puede haber componentes de la velocidad en
la direccio´n normal a la misma. Tambie´n se aplican condiciones de contorno sobre los
campos de velocidad y desplazamiento de la malla del fluido. La malla de fluido esta´
fija (velocidad y desplazamiento de la malla nulos) en todas las caras salvo la cara
superior, en la cual solo se restringen los desplazamientos y velocidades de la malla
en la direccio´n normal al plano definido por la cara. En cuanto al cilindro, ha sido
impuesta una condicio´n de empotramiento (velocidad y desplazamiento nulos) en su
cara inferior.
Figura 4.8: Configuracio´n utilizada para el problema de validacio´n.
Nombre [Unidades] S´ımbolo Magnitud
Dia´metro del cilindro [m] D 1,01
Altura del cilindro [m] h 15
Largo del canal [m] a 20
Ancho del canal [m] b 10
Altura del canal [m] c 17
Distancia entre la entrada y el centro del cilindro [m] l 5
Tabla 4.3: Para´metros geome´tricos del canal y la obstruccio´n.
Se ha determinado experimentalmente que el comportamiento que se observa en
problemas de este tipo var´ıa considerablemente en funcio´n del nu´mero de Reynolds.
E´ste es una medida de la razo´n entre las fuerzas debidas a la viscosidad y las fuerzas
inerciales. El mismo se calcula como se observa en la ecuacio´n 4.4.
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donde ρf y µf son la densidad y viscosidad dina´mica del fluido, respectivamente, V∞ es
la velocidad de entrada al canal y D es el dia´metro del cilindro. En los casos estudiados
en el presente trabajo, se utilizan ρf = 1000 y µf = 1,0, y se var´ıa la velocidad de
entrada V∞ para seleccionar el nu´mero de Reynolds que se desea simular.
Los distintos comportamientos observados experimentalmente se esquematizan en
la figura 4.10. Para nu´meros de Reynolds inferiores a 5, se tiene un re´gimen laminar de
corriente no desprendida. Para Reynolds entre 5 y 40, se observa el desprendimiento de
una estela formada por dos torbellinos sime´tricos. Entre Reynolds 40 y 300 se observa
el feno´meno que se conoce como calle de vo´rtices de Von Ka´rma´n, de particular intere´s
en este trabajo. En esta configuracio´n, se produce una separacio´n inestable del flujo al
pasar tras el obsta´culo so´lido, lo cual genera un desprendimiento de vo´rtices alternados
como se observa en las figuras 4.10 y 4.11. La frecuencia de desprendimiento de pares
de vo´rtices depende del nu´mero de Reynolds, as´ı como puede observarse en la figura
4.12. Para estudiarla se define el nu´mero adimensional de Strouhal, que relaciona esta
frecuencia con la frecuencia caracter´ıstica a la que una part´ıcula con velocidad V∞
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Figura 4.10: Comportamiento del flujo en funcio´n del nu´mero de Reynolds. Imagen tomada
del trabajo de White, F. M. [5].






Para nu´meros de Reynolds entre 40 y 150, la dependencia del nu´mero de Strouhal
con el nu´mero de Reynolds puede ser calculada utilizando la correlacio´n emp´ırica [5]







Para valores mayores del nu´mero de Reynolds la estela de vo´rtices se vuelve turbu-
lenta, aunque persiste el desprendimiento perio´dico de vo´rtices, variando el punto de
desprendimiento de la capa l´ımite segu´n e´sta sea laminar o turbulenta. Se considera
que el re´gimen es totalmente turbulento al alcanzar Reynolds mayores a 3 105.
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Figura 4.11: Calle de vo´rtices de Von Ka´rma´n generada por el flujo alrededor de un obsta´culo
so´lido. [Fotograf´ıa de Ju¨rguen Wagner] (2014).
Figura 4.12: Resultados experimentales de medicio´n del Nu´mero de Strouhal en funcio´n del
nu´mero de Reynolds para cilindros esbeltos verticales inmersos en un flujo horizontal. Imagen
adaptada del trabajo de Techen A. H. [6]
En el presente trabajo se realizan simulaciones para Reynolds de 20 y 150. Para
los casos con Re = 150 la frecuencia de desprendimiento de vo´rtices predicha por la
ecuacio´n 4.6 es de fref = 0,0256. Se pueden observar los para´metros fluidodina´micos
empleados en la tabla 4.4. En todos los casos, se selecciono´ una densidad del fluido
ficticio igual a la densidad del so´lido.
Como consecuencia de la generacio´n de vo´rtices se genera un campo de presiones
alternante en la vecindad del obsta´culo so´lido. Como consecuencia de este campo excita-
dor, el cilindro se desplaza oscilatoriamente en el eje y. Se cumple un ciclo de oscilacio´n
en dicho campo de presiones por cada par de vo´rtices que se desprenden del cilindro,
por lo tanto la frecuencia de oscilacio´n sera´ igual a la frecuencia de desprendimiento de
vo´rtices. La frecuencia fref en la ecuacio´n 4.6 ya tiene esto en cuenta, ya que se trata de
la frecuencia de desprendimiento de pares de vo´rtices. En caso de que la frecuencia de
generacio´n de vo´rtices coincida con alguna de las frecuencias de resonancia del so´lido
(particularmente la frecuencia fundamental), se producira´ un feno´meno conocido como
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resonancia. En tal caso, la energ´ıa absorbida por el so´lido ela´stico alcanza un ma´ximo,
lo cual resulta en un incremento notable de la amplitud de las oscilaciones del cilindro
en el eje y. El incremento en la amplitud no es indefinido debido al efecto disipativo
del fluido viscoso. Las frecuencias de resonancia de una viga con un extremo libre y un
extremo empotrado se calculan en el ape´ndice A.
La frecuencia de resonancia para el modo fundamental de una viga empotrada con










En e´sta, E es el mo´dulo de Young o mo´dulo de elasticidad del material, I es el
segundo momento de a´rea respecto al eje y, ρs es la densidad del so´lido, At es el a´rea
de la seccio´n transversal del so´lido (que es constante en toda la longitud del obsta´culo),
L es el largo de la viga y C0 es una constante que se calcula como la primera ra´ız mayor
que cero de la ecuacio´n:
1 + cosh(C) cos(C) = 0. (4.8)
En este caso C0 ≈ 1,8751. El a´rea y el segundo momento de inercia son para´metros
derivados del dia´metro de cilindro elegido: A = pi(D/2)2 = 0,7854 y I = pi(D/2)4/4 =
0,0491. Luego, si definimos φ = E/ρs, entonces φres es el cociente necesario para que
la frecuencia de excitacio´n sea igual a la frecuencia del modo fundamental de flexio´n












En e´sta, fexc es la frecuencia de excitacio´n, que en el caso estudiado es la frecuencia
de desprendimiento de pares de vo´rtices. Se destaca que, como la misma esta´ elevada
al cuadrado en la expresio´n 4.9, un error en la estimacio´n de la misma se eleva al
cuadrado al calcular el para´metro φ. De las simulaciones con Re = 150, una se realizo´
con φ 6= φres y otra con φ = φres. E´sta u´ltima se realizo´ en dos fases. En primer lugar
se estimo´ el para´metro de resonancia φIres utilizando como frecuencia de excitacio´n
la frecuencia estimada mediante la fo´rmula emp´ırica 4.6. Luego se eligieron E y ρ
tales que resulte E/ρ = φIres y se inicio´ el ca´lculo del caso. Una vez que hubieron
suficientes vo´rtices desprendidos como para estimar la frecuencia de desprendimiento
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f3 utilizando los datos de la simulacio´n, se corrigio´ el mo´dulo de Young de forma que
resulte E/ρ = φIIres, donde φ
II
res es la nueva estimacio´n del para´metro de resonancia
usando fexc = f3. Los para´metros elastodina´micos seleccionados en cada simulacio´n
pueden verse en la tabla 4.5.
Los para´metros de Lame´ pueden calcularse a partir del mo´dulo de Young y de
Poisson seleccionados empleando las ecuaciones 4.10.
λ =
Eν





Los para´metros nume´ricos de la simulacio´n fueron ajustados de forma iterativa. Es
interesante destacar que la eleccio´n del paso de tiempo puede influenciar dra´sticamente
el resultado de la simulacio´n en este problema particular. La experiencia muestra que,
para poder observar el feno´meno de desprendimiento de vo´rtices de Von Karman se debe
emplear un paso de tiempo ∆t << V∞D, donde el te´rmino a la derecha de la inecuacio´n
es una estimacio´n del tiempo que tarda una part´ıcula de fluido en atravesar la regio´n
ocupada por el cilindro. En caso de elegir un paso de tiempo mayor a V∞D, no se
observara´ el feno´meno y, en cambio, se observara´ la generacio´n de una estela turbulenta
aguas abajo del obsta´culo (as´ı como ocurre en la configuracio´n para altos Reynolds en la
figura 4.10). Este requerimiento en el paso temporal restringe la posibilidad de realizar
simulaciones a altos nu´meros de Reynolds ya que un aumento en V∞ deriva en una gran
disminucio´n del paso de tiempo, con el consecuente aumento en el costo computacional.
Adema´s, se requiere utilizar una malla en la cual el taman˜o de los elementos adyacentes
a la superficie del cilindro y de los elementos ubicados aguas abajo del obsta´culo permita
observar con definicio´n las zonas ocupadas por los vo´rtices. Como usar dicho taman˜o
de malla en todo el dominio ser´ıa prohibitivo en lo que respecta al costo computacional,
se utiliza una malla con taman˜o de elemento variable. Se observan cortes de la misma
en la figura 4.13. En cuanto a la malla del so´lido, se selecciono´ un taman˜o de elemento
igual al de la zona del fluido adyacente. Esto se debe no a la bu´squeda de precisio´n en
el resultado, sino a que se observo´ una disminucio´n del deterioro de la calidad de los
elementos adyacentes al so´lido si la malla del fluido ficticio y la del so´lido coinciden.
Esto u´ltimo se debe, a su vez, a que en el paso de ajuste de la malla del fluido al
contorno del so´lido, que tiene lugar obligatoriamente en el primer paso de tiempo, se
perjudica la calidad de los elementos de la malla del fluido si deben ser desplazados
por encima de un cierto l´ımite. Los para´metros empleados en las simulaciones fueron
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los que se observan en la tabla 4.6.
(a) Corte longitudinal en el plano z = 8,5 de la malla del fluido
(b) Corte longitudinal en el plano y = 0 de la malla del fluido (c) Malla del
so´lido
Figura 4.13: Vistas en corte de las mallas del fluido y so´lido empleadas y ubicacio´n del punto
de referencia D en la malla del so´lido.
En el presente trabajo se simulan 3 casos diferentes. La geometr´ıa del canal y
el obsta´culo es la misma en los tres casos. El caso 1 consiste en la simulacio´n del
problema de IFE con un nu´mero de Reynolds de Re = 20. Los casos 2 y 3 consisten
en la simulacio´n del problema con Reynolds Re = 150, que esta´ dentro del rango en el
cual se genera la calle de vo´rtices de Von Ka´rma´n. Para el caso 2, se seleccionan valores
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para el mo´dulo de Young y la densidad del so´lido tales que el para´metro φ se encuentra
alejado del valor de resonancia φres. En el caso 3, como se menciono´ anteriormente, se
simula el comportamiento del sistema para un valor de φ cercano a φres. Sin embargo,
una vez alcanzado el re´gimen de generacio´n de vo´rtices de Von Ka´rma´n, se calcula
una nueva estimacio´n de φres usando los resultados parciales de la simulacio´n y se
cambia el mo´dulo de Young del so´lido de forma que el cociente E/ρ sea igual a la
nueva aproximacio´n del para´metro φres.
La duracio´n de las simulaciones de los casos mencionados, realizadas en el cluster
del departamento de Meca´nica Computacional del Centro Ato´mico Bariloche, va desde








Velocidad a la entrada [m/s] V∞ 0.02 0,15 0.15
Densidad del fluido [kg/m3] ρf 1000 1000 1000
Viscosidad del fluido [kg/(m s)] µf 1,0 1,0 1.0
Densidad del fluido ficticio [kg/m3] ρff 10000 1000 10000
Viscosidad del fluido ficticio [kg/(m s)] µff 1,0 1,0 1,0








Mo´dulo de Young [Pa] E 17,2e+ 6 5,4e+ 6 17,2e+ 6 – 11,2e+ 6
Mo´dulo de Poisson ν 0,3 0,3 0,3
Densidad del so´lido [kg/m3] ρs 10000 1000 10000








Paso temporal [s] ∆t 5 0,5 0,5
Para´metro de reseteo de malla χ 10000 10000 10000
Maximo nu´mero de iteraciones FSI maxitFSI 12 12 12
Theta desplazamientos so´lido θ1 1,0 1,0 1,0
Theta velocidades so´lido θ2 1,0 1,0 1,0
Theta fluido θf 1,0 1,0 1,0
Tabla 4.6: Para´metros nume´ricos ma´s relevantes de las simulaciones.
4.4 Flujo alrededor de un cilindro ela´stico 46
4.4.2. Resultados y discusio´n
En esta seccio´n se muestran, en primer lugar, los resultados obtenidos para la
simulacio´n del flujo en el canal obstruido para diferentes nu´meros de Reynolds. Se
comparan los resultados obtenidos en los casos 1 y 2.
Como se puede observar en las figuras 4.14 y 4.15, so´lo se genera una calle de
vo´rtices de Von Karman para el caso con Re = 150, que se encuentra dentro del rango
previsto experimentalmente. Para el caso con Re = 20 no se observa desprendimiento
de vo´rtices. Estos resultados se muestran coherentes con los resultados experimentales
existentes [17]. Con respecto a los vo´rtices que se visualizan en las figuras 4.15 y 4.14,
se observa que e´stos esta´n bien definidos en la cercan´ıa del obsta´culo, mostra´ndose
ma´s difusos a medida que se incrementa la distancia al obsta´culo. Esto se debe a dos
motivos: el te´rmino disipativo en la ecuacio´n de Navier-Stokes para un flujo viscoso y
el hecho de que la densidad de la malla del fluido disminuye a medida que incrementa
la distancia al obsta´culo para disminuir el costo computacional de las corridas.
Se estudio´ en mayor detalle el caso 2 con Re 150, para determinar si la frecuencia de
desprendimiento de vo´rtices en la simulacio´n nume´rica se aproxima a la predicha por
la correlacio´n expuesta en 4.6. Para ello, se analizo´ la variacio´n de la presio´n en puntos
dentro de la calle de vo´rtices que se observan en la figura 4.17. Utilizando el nu´mero de
ciclos (teniendo en cuenta solo los ciclos estables que se observan a partir de t = 200)
y el intervalo de tiempo transcurrido, se puede hallar la frecuencia de desprendimiento
de vo´rtices. La misma es de f2 = 0,0207. Siendo que la frecuencia obtenida mediante la
correlacio´n 4.6 para un nu´mero de Reynolds de 150 es fref = 0,0258, el error porcentual
en la frecuencia hallada mediante el me´todo nume´rico es del 20 %. En las figuras 4.18
y 4.19 se pueden observar las presiones en funcio´n del tiempo de los puntos A y B, y
la velocidad en y en funcio´n del tiempo en el punto C, respectivamente.
Como se observa en la figura 4.18, el sistema alcanza un re´gimen de generacio´n
estable de vo´rtices alrededor del tiempo t = 350. Para tiempos anteriores a e´ste, se
observa el desprendimiento de un par de vo´rtices sime´tricos como se muestra en la
figura 4.16. Luego de esto, ocurre una inestabilidad cr´ıtica y comienza la generacio´n de
vo´rtices de forma alternada. Se observa que las presiones en los puntos A y B esta´n en
contrafase, lo cual es esperable dada la ubicacio´n de los mismos (sime´trica respecto al
plano y = 0).
Las oscilaciones en la presio´n que se observan para los primeros pasos de tiempo
(aproximadamente hasta t = 20) se deben a la aplicacio´n brusca de una condicio´n de
borde no nula en la velocidad de entrada. En estos casos, la presio´n actu´a como un mul-
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(a) Caso 1: Re = 20
(b) Caso 2: Re = 150
(c) Caso 1: Re = 20 (d) Caso 2: Re = 150
Figura 4.14: Visualizacio´n de las caracter´ısticas del flujo a trave´s de las presiones en el plano
z = 7,5 a tiempo t = 450
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(a) Caso 1: Re = 20
(b) Caso 2: Re = 150
(c) Caso 1: Re = 20 (d) Caso 2: Re = 150
Figura 4.15: Visualizacio´n de las caracter´ısticas del flujo a trave´s del mo´dulo de la velocidad
en el plano z = 7,5 a tiempo t = 450
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Figura 4.16: Desprendimiento de par de vo´rtices sime´tricos observado para tiempos inferiores
a t = 150. Visualizacio´n de presiones y l´ıneas de corriente.
Figura 4.17: Ubicacio´n de los puntos A, B y C en el plano z = 7,5.
tiplicador de Lagrange, ajustando su valor de manera tal de garantizar que la velocidad
sea la fijada por la condicio´n de borde. El salto brusco de velocidad cero a velocidad
V∞ produce estas oscilaciones. Para contrarrestar este efecto se sugiere, en un trabajo
futuro, utilizar condiciones de borde dependientes del tiempo que comiencen con valor
nulo e incrementen su magnitud de forma gradual hasta llegar al valor deseado.
Al desprenderse vo´rtices de forma alternada sobre el contorno del cilindro, se genera
un campo de presiones alternante que excita al so´lido ela´stico y produce oscilaciones
en el mismo. La frecuencia de excitacio´n es la frecuencia desprendimiento de vo´rtices.
A partir de los datos obtenidos se puede hallar la frecuencia de oscilacio´n del so´lido
que es fsol2 = 0,0278.
Se puede observar en la figura 4.21, que inicialmente predominan los desplazamien-
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Figura 4.18: Presiones en funcio´n del tiempo de los puntos A y B (Figura 4.17) para el caso
2.
tos en la direccio´n x. Sin embargo, una vez fue alcanzada la posicio´n de equilibrio en
x, comienzan a predominar las oscilaciones en y, originadas por el campo de presiones
generado por los vo´rtices de Von Ka´rma´n.
Adema´s se observa que, el valor de equilibrio para el desplazamiento en x de la
punta del cilindro en el estacionario es 0,41, que es del orden de la estimacio´n que se
provee en el Ape´ndice B, de δ2ref = 0,31.
Para el caso 1, puede observarse en la figura 4.20 (a) que el valor de equilibrio
alcanzado para el desplazamiento x es de 0,0037, que es del orden del la estimacio´n
provista en el ape´ndice B, de δ1ref = 0,0029. Al no haber desprendimiento de vo´rtices,
la posicio´n y se estabiliza en cero.
Finalmente, se exponen los resultados obtenidos para el caso 3 y se comparan con
los resultados del caso 2. En cuanto al comportamiento fluidodina´mico del sistema,
la solucio´n nume´rica obtenida no difiere significativamente de la solucio´n para el caso
2, ya que ambas simulaciones se realizaron utilizando el mismo nu´mero de Reynolds
Re = 150. Nuevamente, se observa el desprendimiento de dos vo´rtices sime´tricos para
tiempos inferiores a t = 150. Luego, una inestabilidad cr´ıtica constituye el factor des-
encadenante para el desprendimiento sucesivo de vo´rtices de Vo´n Ka´rma´n. El patro´n
de flujo observado muestra concordancia con los resultados experimentales [17]. En la
figura 4.22 se observan las presiones en los puntos de medicio´n A y B en funcio´n del
tiempo. Se evidencian cambios en la frecuencia de desprendimiento de vo´rtices antes y
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Figura 4.19: Velocidad en y en funcio´n del tiempo en el punto C para el caso 2.
(a) Desplazamientos en D
(b) Velocidades en D
Figura 4.20: Desplazamientos y velocidades en el punto D en funcio´n del tiempo para el caso
1.
despue´s del cambio en el modulo de Young del so´lido, que se da a tiempo t = 400. La
frecuencia calculada usando la informacio´n previa al cambio de Mo´dulo de Young es
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(a) Desplazamientos en D
(b) Velocidades en D
(c) Desplazamientos en direccio´n y en D
Figura 4.21: Desplazamientos y velocidades en el punto D en funcio´n del tiempo para el caso
2.
f Is = 0,021. Utilizando esta frecuencia se hallo´ el mo´dulo de Young Eres = 11,2 10
6. Ya
que en esta simulacio´n se han obtenido resultados para un intervalo de tiempo mayor
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que para el caso 2, se puede obtener una mejor resolucio´n en el ca´lculo de la frecuencia
de desprendimiento de vo´rtices. En este caso, usando los datos obtenidos para t=400 en
adelante, se obtuvo una frecuencia de f3 = 0,0236. En este caso, el error con respecto a
la frecuencia de referencia fref = 0,0258 hallada mediante la correlacio´n experimental
4.6, es del 9 %. En la figura 4.23 se pueden observar las velocidades en la direccio´n y
para los casos 2 y 3. Se puede ver que hay una variacio´n en la frecuencia de oscilacio´n
en la velocidad. Esto evidencia la influencia de las propiedades del so´lido en la solucio´n
nume´rica para el flujo aguas abajo del obsta´culo.
Figura 4.22: Presiones en funcio´n del tiempo de los puntos A y B (Figura 4.17) para el caso
3.
Figura 4.23: Velocidad en y en funcio´n del tiempo en el punto C para los casos 2 y 3.
En lo que respecta a la elastodina´mica del caso estudiado, en los casos 2 y 3,
la respuesta del cilindro en cuanto a los desplazamientos en la direccio´n del flujo son
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similares, sin embargo, se observan comportamientos marcadamente distintos en cuanto
a las oscilaciones en la direccio´n del campo excitador. Pueden observarse en la figura
4.24(a) los desplazamientos en la punta del cilindro para el caso 3. Se evidencia un
cambio en el comportamiento a t = 400, cuando ocurre el cambio de mo´dulo de Young.
Se observa que la ma´xima deflexio´n en la punta en la direccio´n x se estabiliza en un
valor de δI3 = 0,106 para tiempos anteriores a t = 400, y en δ
II
3 = 0,180 para el nuevo
mo´dulo de Young. Los valores hallados son del orden de las estimaciones propuestas
en el ape´ndice B, que son δIref 3 = 0,096 y δ
II
ref 3 = 0,147, respectivamente. Se observa
un aumento del tiempo caracter´ıstico de amortiguamiento con respecto al caso 2. Esto
se debe al aumento de la densidad del so´lido, aumentando la inercia del mismo.
En la figura 4.24 (c) se muestran los desplazamientos en y de la punta del cilindro
en funcio´n del tiempo. Como se puede observar, se produce un aumento sostenido de
la amplitud de las oscilaciones en esta direccio´n luego del tiempo en que se modifi-
ca el modulo de Young para que la frecuencia de resonancia del cilindro equivalga a
la frecuencia de desprendimiento de vo´rtices. Las amplitudes alcanzadas son incluso
mayores que las observadas para el caso 2, en la figura 4.21 (c), donde el material es
incluso menos r´ıgido que el del caso 3 (en este u´ltimo el mo´dulo de Young es aproxima-
damente el doble que el del caso 2). Lo expuesto constituye evidencia de que se observa
el feno´meno de resonancia a partir de t=400 en adelante. Se calculo´ la frecuencia de
las oscilaciones en el desplazamiento en la direccio´n y del so´lido, obtenie´ndose un valor
de fsol 3 = 0,0215.
En la figura 4.25 se muestra una visualizacio´n tridimensional de la calle de vo´rtices
de Von Ka´rma´n generada con el co´digo computacional que se desarrollo´ en este trabajo.
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(a) Desplazamientos en D
(b) Velocidades en D
(c) Desplazamientos en direccio´n y en D
Figura 4.24: Desplazamientos y velocidades en el punto D en funcio´n del tiempo para el caso
3.
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Figura 4.25: Visualizacio´n 3D a partir de las presiones de los vo´rtices de la calle vo´rtices de




En el presente trabajo se desarrollo´ un co´digo computacional capaz de resolver
problemas de interaccio´n fluido-estructura de so´lidos ela´sticos inmersos en fluidos in-
compresibles. El co´digo desarrollado tomo´ como base el algoritmo descripto por Dari,
E. A. et al. en [9].
Se presento´ la formulacio´n matema´tica en la que se basa el co´digo. Se introdujo un
modelo matema´tico para modelar el problema de elasticidad lineal y la forma en la que
e´ste se integra a las ecuaciones desarrolladas por Blanco, P. J. et al. en [4]. Se detallo´
la forma en la que se realiza la discretizacio´n por el Me´todo de los elementos Finitos
de la formulacio´n presentada para el so´lido.
Se detallo´ el funcionamiento del co´digo desarrollado, introduciendo en la descripcio´n
las nuevas rutinas generadas para la comunicacio´n entre los problemas del fluido y del
so´lido y para la resolucio´n del problema de elastodina´mica en s´ı.
Se realizo´ una validacio´n del co´digo desarrollado. La misma se dividio´ en tres partes.
En primera instancia, se realizo´ una validacio´n del mo´dulo implementado para resolver
las ecuaciones de elasticidad lineal. Para ello, se calculo´ la deflexio´n ma´xima de una
viga en voladizo con una carga concentrada en su extremo libre usando el co´digo
computacional generado. Los resultados obtenidos mostraron acuerdo con la solucio´n
anal´ıtica hallada usando el modelo de vigas de Euler-Bernoulli [18]. Mediante el uso
de una malla con 40 elementos en el espesor de la viga en la direccio´n de aplicacio´n de
la carga, se obtuvo una solucio´n nume´rica con un error relativo del 0.4 % respecto al
valor de referencia.
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Posteriormente se valido´ la subrutina del programa encargada de transmitir los
te´rminos del fluido necesarios para resolver el problema del so´lido. Para ello se modelo´
el flujo a trave´s de un canal con un so´lido ela´stico sin restriccio´n en sus desplazamientos
inmerso en un fluido cuya densidad es la misma que la del so´lido. Al haber una diferencia
de presiones entre la entrada y salida del conducto, la solucio´n anal´ıtica del problema
corresponde a un flujo pisto´n, donde el conjunto fluido-so´lido se mueve como si fuese
un so´lido r´ıgido con una aceleracio´n constante. Se calculo´ la aceleracio´n del obsta´culo
usando el co´digo immALE con un error del 0,2 % con respecto a la solucio´n anal´ıtica.
Finalmente, se simulo´ un problema en el cual se explotan todas las potencialidades
del co´digo desarrollado. El mismo consiste en el flujo a trave´s de un canal parcialmente
obstruido por un cilindro ela´stico. Se simularon casos con nu´meros de Reynolds de
Re = 20 y Re = 150. Se comprobo´ que la principal limitacio´n del co´digo desarrollado
consiste en la dificultad para simular problemas con nu´meros de Reynolds correspon-
dientes a reg´ımenes turbulentos, con costos computacionales acotados. En todos los
casos simulados se obtuvieron soluciones coherentes con el comportamiento detallado
por Williamson, C. H. K. en [17]. Se observo´ un patro´n de vo´rtices de Von Ka´rma´n para
los casos con Re = 150. Se logro´ calcular la frecuencia de desprendimiento de Vo´rtices
con un error del 9 % con respecto al valor de referencia obtenido mediante la relacio´n
emp´ırica expuesta en [5]. Se observo´ que cambios en las propiedades del material que
compone al so´lido producen cambios en la frecuencia de desprendimiento de vo´rtices
calculada. Por otra parte, se obtuvieron en todos los casos resultados del orden de la
estimacio´n realizada para la ma´xima deflexio´n en la direccio´n del flujo del cilindro en el
estacionario. Adema´s, se logro´ simular el feno´meno de resonancia al ajustar los para´me-
tros materiales del so´lido de forma que su frecuencia de resonancia sea la misma que la
frecuencia de desprendimiento de pares de vo´rtices. Se comprobo´ la aparicio´n de ciertas
dificultades al momento de determinar la frecuencia de excitacio´n del so´lido. Siendo
que la diferencia entre la frecuencia estimada mediante la expresio´n emp´ırica difiere en
un mı´nimo de 9 % con la frecuencia de desprendimiento en la solucio´n nume´rica, esta
diferencia se amplifica al intentar calcular los para´metros materiales del so´lido para
visualizar la resonancia.
5.2. Trabajo a futuro
Se proponen como trabajo a futuro las siguientes tareas. En primer lugar se debe
mejorar el criterio para realizar el reseteo de malla, que tenga en cuenta la calidad
de los elementos luego de ser deformados. Adema´s se sugiere realizar una verificacio´n
post-reseteo de malla buscando identificar elementos de baja calidad, pares de nodos
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demasiado cercanos e implementar un criterio para seleccionar cua´les nodos mover para
corregir estos defectos en la malla y definir el desplazamiento de dichos nodos. Posi-
blemente se mejore la calidad del reseteo de malla empleando algu´n tipo de algoritmo
adaptivo, pero de esta forma se perder´ıa la conservacio´n de las conectividades de la
malla.
Para pro´ximas simulaciones con condiciones de borde distintas de cero (por ejemplo
en la velocidad de entrada al canal), se sugiere implementar una condicio´n de borde
dependiente del tiempo, que vaya desde cero hasta el valor inicial requerido en forma
gradual. De esta forma se reducen los problemas de inestabilidad producidos en los
primeros pasos de tiempo debido a la introduccio´n brusca de una condicio´n de borde
distinta de cero en el modelo computacional.
Adema´s se propone disen˜ar y realizar nuevos experimentos, para problemas de
interaccio´n fluido estructura no mencionados en este trabajo, que permitan validar los
resultados obtenidos mediante el co´digo contrasta´ndolos con resultados experimentales
reales, y permitir de esta forma explotar la generalidad del co´digo desarrollado.
Finalmente, se propone utilizar el co´digo para modelar un caso complejo, como
por ejemplo, el flujo alrededor de los elementos combustibles del Reactor RA-10. La
principal complejidad que presenta este caso es que el flujo se produce en re´gimen
turbulento. Por lo tanto, sera´ necesario introducir algu´n modelo de turbulencia en el
modelado del problema fluidodina´mico.
Ape´ndice A
Modos de oscilacio´n de una viga
empotrada con un extremo libre
Sea una viga de longitud L, a´rea transversal constante A y momento de inercia de
la seccio´n transversal respecto al plano neutro I; compuesta de un material con mo´dulo
de Young E, mo´dulo de Poisson ν y densidad ρ. Sea un eje de coordenadas donde el
eje x es paralelo al eje longitudinal de la viga y el eje y es paralelo a la direccio´n en
la cual se produce la excitacio´n; se pueden hallar los modos de vibracio´n de la viga
utilizando el modelo de Vigas de Euler Bernoulli siempre y cuando se cumplan las
siguientes hipo´tesis:
Hipo´tesis de comportamiento ela´stico: el material de la viga es ela´stico lineal,
con mo´dulo de Young E y coeficiente de Poisson despreciable.
Hipo´tesis de la flecha vertical: en cada punto el desplazamiento vertical solo de-
pende de x: uy(x, y) = w(x).
Hipo´tesis de la fibra neutra: Los puntos de la fibra neutra solo sufren desplaza-
miento vertical y giro: ux(x, 0) = 0. La tensio´n perpendicular a la fibra neutra se
anula: σyy = 0.
Hipo´tesis de Bernoulli Las secciones planas inicialmente perpendiculares al eje de
la viga, siguen siendo perpendiculares al eje de la viga una vez curvado.
Bajo dichas hipo´tesis, por lo tanto, el desplazamiento vertical de la viga puede ser









= 0 ∀ (x, t) ∈ (0, L)× (0, T ) (A.1)
Teniendo en cuenta que las ecuaciones para hallar el momento flector M y el corte















y considerando que el producto EI es constante a lo largo de toda la viga, las con-
diciones de borde apropiadas, para todo t ∈ (0, T ), para el caso de una viga empotrada
























Por lo tanto, para hallar los modos normales de la viga se propone hallar y(x, t) =
Y (x)eiωt no trivialmente nula que sea solucio´n de la ecuacio´n A.1, con Y (x) tal que
























De esta forma se obtiene que para que la solucio´n no sea trivial, la frecuencia de
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oscilacio´n ω debe ser tal que:






e i = 0, 1, 2, . . . (A.5)
Por lo tanto las primeras ra´ıces Ci de la ecuacio´n nos dara´n las frecuencias angulares
ωi correspondientes a los primeros modos normales de oscilacio´n. Una vez obtenida la





































Donde K es una constante arbitraria. Se pueden observar en la figura A.1 los modos
normales y el coeficiente Ci para los tres primeros modos de vibracio´n.
Figura A.1: Forma modal y coeficiente Ci de los tres primeros modos de vibracio´n de una
viga con un extremo empotrado y un extremo libre.
Ape´ndice B
Estimacio´n de la deflexio´n ma´xima
en una viga empotrada cil´ındrica
sometida a un flujo transversal de
corriente
Sea una viga cil´ındrica de longitud L, seccio´n transversal constante de a´rea A y
momento de inercia respecto al plano neutro I; compuesta de un material con mo´dulo
de Young E y mo´dulo de Poisson ν; cuyo eje longitudinal es paralelo al eje z y la cual
esta´ sometida en un flujo en direccio´n x; se puede estimar la deflexio´n ma´xima en el
extremo libre de la viga para el caso estacionario:
En primer lugar, se estima la fuerza por unidad de longitud aplicada en la viga
debido a la presio´n dina´mica del fluido. En la figura B.1 se observa la dependencia del
coeficiente de arrastre con el nu´mero de Reynolds para un cilindro inmerso en un flujo
transversal a su eje [5]. De esta forma se puede obtener el coeficiente de arrastre para
diferentes nu´meros de Reynolds. En particular, se obtiene CD = 1,98 para Re = 20 y
CD = 1,17 para Re = 150.
La relacio´n entre el coeficiente de Drag y la fuerza aplicada sobre el cilindro esta´







Donde FD es la fuerza de arrastre, ρf es la densidad del fluido, Vinf es la velocidad
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Figura B.1: Coeficiente de arrastre en funcio´n del nu´mero de Reynolds para un cilindro de
longitud infinita.
de la corriente libre del fluido y Ap es la proyeccio´n del volumen del cilindro en un plano
perpendicular a la direccio´n del flujo. En el caso del cilindro Ap = DL y, asumiendo
que la fuerza de arrastre se distribuye uniformemente sobre el largo del cilindro, la










Una vez obtenida la fuerza se calcula el desplazamiento en el extremo libre de la
viga utilizando la teor´ıa de Euler-Bernoulli para vigas unidimensionales. En el caso de
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